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Von der Situation zum Graph und umgekehrt —
Hindernisse und Schiilervorstellungen

Theoretischer Hintergrund

Kennzeichnend fiir funktionales Denken sind die Verwendung verschiedener
Reprisentationen fiir Funktionen (Tabelle, Graph, algebraische Darstellung,
verbale Beschreibung) sowie die Fahigkeit zum zieladdquaten Wechsel zwi-
schen diesen Reprisentationen. Hierbei sollen vor allem solche Darstel-
lungswechsel schwierig sein, bei denen gedanklich zwischen Alltagssituati-
onen und mathematischer Perspektive gewechselt werden muss (Bossé et al.,
2011). Ein solcher Repriasentationswechsel ist bei der Konstruktion bzw. bei
der Interpretation von Funktionsgraphen im Hinblick auf eine konkrete Si-
tuation zu bewiltigen. Dieser Wechsel wird haufig von Fehlern und Fehlvor-
stellungen begleitet, wie etwa dem Graph-als-Bild-Fehler (GaBF), der Be-
stand-Anderungs-Verwechslung, oder der falschen Vorstellungen zum
grundséitzlichen Aussehen von Funktionsgraphen. Diese und weitere Fehler
wurden bereits an verschiedenen Stellen ausfiihrlich diskutiert (vgl. z.B. Nit-
sch, 2015; Leinhardt et al., 1990; McDermott et al., 1987; Clement, 1985).
Fiir Mathematiklehrkrifte ist es von gro3er Bedeutung, diese Schiilerfehler
zu erkennen, um der Verfestigung von Fehlvorstellungen entgegenzuwirken.
Zudem kann aus den eigenen Fehlern gelernt und das Verstandnis von Funk-
tionen durch die Abgrenzung von Fehlvorstellungen vertieft und verbessert
werden. Die Diagnose solcher Fehlvorstellungen ist allerdings nicht immer
einfach, weswegen es sinnvoll erscheint, solche diagnostischen Kompeten-
zen bereits im Lehramtsstudium zu fordern.

Forschungsfragen

Im Rahmen des Forschungsprojektes, dessen Zielsetzung die Forderung der
diagnostischen Kompetenz von Lehramtsstudierenden des Faches Mathema-
tik darstellt, wird folgende Frage untersucht:

Wie werden die Vorstellungen der Schiilerinnen und Schiiler zu funktionalen
Zusammenhdngen von angehenden Mathematiklehrkriften wahrgenom-
men?

Zur Beantwortung dieser Frage wurden Videos von Schiilergruppen aufge-
zeichnet, die sich in Gruppen mit Arbeitsauftragen zu Funktionsgraphen aus-
einandersetzen. Im Rahmen der Generierung ergab sich eine weitere Frage:

Zeigen sich Unterschiede zwischen den Klassenstufen 7 und 8 beziiglich der
Schwierigkeiten beim betrachteten Darstellungswechsel?
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Methode

Die Untersuchung der Unterschiede zwischen den Klassenstufen 7 und 8
fand im Rahmen des Mathematik-Labors ,,Mathe 1st mehr* der Universitéit
Koblenz-Landau statt. Hieran nahmen insgesamt 66 Gymnasiast/inn/en teil,
darunter 26 Schiiler/innen der Klassenstufe 7 und 40 Schiiler/innen der Klas-
senstufe 8. Innerhalb von zwei Schulstunden bearbeiteten die Lernenden in
Gruppenarbeit Aufgaben, die jeweils einen Darstellungswechsel von der Si-
tuation zum Graph oder umgekehrt beinhalteten.

Die Interventionsstudie mit den Lehramtsstudierenden fand im Rahmen der
Bachelorvorlesung ,,Fachdidaktische Grundlagen* statt, an der Erst- und
Zweitsemesterstudierende teilnahmen, die das Fach Mathematik fiir Grund-,
Forder-, Realschulen plus sowie fiir Gymnasien studierten. Insgesamt nah-
men 223 Studierende (Alter: M = 20,71 Jahre, SD = 2,06; Lehramt: 55%
Grundschule, 33% Forderschule, 12% Realschule plus & Gymnasium) teil.

Vor der Intervention erfolgte eine fachdidaktische Einfiihrung in das Thema
Funktionales Denken. In diesem Rahmen wurden auch die zentralen Schii-
lerschwierigkeiten und Fehler vorgestellt. Darauthin wurden in einem Vor-
test die diagnostischen Fahigkeiten der Lehramtsstudierenden ermittelt.
Hierzu sollten vier Schiiler (in diesem Video waren es vier Jungen) in einem
Video beobachtet werden, die einen qualitativen Funktionsgraphen konstru-
ieren sollten. Neben dem Video, welches nur einmal angeschaut werden
konnte, standen auch die Aufgabe, die bearbeitet wurde, sowie die Notizen
und Losung der Schiiler zur Analyse zur Verfligung. Die Diagnoseauftrige
bezogen sich sowohl auf die zu erkennenden Stirken, als auch auf die
Schwiéchen der vier Schiiler. In der sich anschlieBenden Intervention hatten
die Studierenden die Moglichkeit vier bis acht weitere Félle zu bearbeiten.
Abschlieflend erfolgte ein Nachtest, welcher identisch zum Vortest war. Als
Richtlinie fiir die Giite der Studierendenantworten wurde ein Expertenrating
mit Mathematikdidaktiker/inne/n und Lehrer/inne/n herangezogen.

Ergebnisse

Die Analyse der Schiilerantworten ergibt, dass keiner der 7.- und 8.-Kléss-
ler/innen in der Lage war, eine Treppenfunktion zu zeichnen. Zudem scheu-
ten sich fast 80% der Lernenden davor, konstante Graphenabschnitte zu
zeichnen. Bei letzterem zeigt sich allerdings eine Verbesserung von der 7.
zur 8. Klasse. Wahrend fast 90% der 7.-Kléssler/innen keine konstanten Gra-
phenabschnitte zeichneten, waren es in der 8. Klasse etwas weniger als 70%.
Weiterhin zeigt sich, dass die Eindeutigkeit von Funktionen von vielen Ler-
nenden beider Klassenstufen nicht beachtet wurde. 77% der jiingeren Ler-
nenden begingen diesen Fehler, aber auch noch 60% der élteren, die bereits
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mehr Erfahrung mit Funktionen hatten. GroB3ere Unterschiede zwischen den
Klassenstufen zeigen sich beim GaBF mit 88% (7. Klasse) zu 43% (8.
Klasse) sowie bei der Betrachtung eines falschen Graphen - wenn mehrere
Graphen nebeneinander gegeben waren - von 77% (7. Klasse) zu 28% (8.
Klasse). Gegenlaufig, das heiBit mit einem haufigeren Auftreten in der 8.
Klasse, ist die Annahme, dass der Graph im Ursprung beginnen miisse. Hier
sind es 20% der 8.-Kldssler/innen und nur 5% der 7.-Kldssler/innen.

Betrachtet man nun die Beobachtungen der Studierenden bezogen auf das
Video der Testsituation, so féllt auf, dass nur jeweils 3% der Studierenden in
Vor- und Nachtest die Verletzung der Eindeutigkeit wahrgenommen haben.
Die Verletzung physikalischer Aspekte und der nicht richtig gezeichnete
Hochpunkt im Looping wurden nahezu von keinem der Studierenden ge-
nannt. Eine allgemeine Nennung, dass es Probleme mit dem Looping gab,
wurde dagegen von etwa 60% der Probanden im Vortest erkannt; 38% geben
konkreter an, dass der GaBF auftritt. Hin zum Nachtest gibt es eine Verschie-
bung: 50% nennen plakativ, dass es Probleme mit dem Looping gab, knapp
60% gehen dagegen konkret auf den GaBF ein. Eine weitere Verbesserung
zeigt sich darin, dass mit 47% im Nachtest, mehr Studierenden wahrgenom-
men haben, dass in der Schiilergruppe Unstimmigkeiten beziiglich des Be-
ginns des Graphen aufgetreten sind. Im Vortest waren dies nur 33% der Stu-
dierenden. Allerdings zeigten sich auch geringfiigige Riickgénge, wie beim
Erkennen, dass den Schiiler/inne/n nicht alle Begriffe bekannt sind. Dies er-
kannten im Vortest 13% 1m Nachtest nur 9% der Studierenden.

Diskussion

Eine Ursache fiir die Vermeidung konstanter Graphenabschnitte, kann die
fehlende Vertrautheit mit solchen Funktionstypen sein. Auch wenn die De-
finition einer Funktion bekannt ist, haben die Schiiler/innen solche Funkti-
onsarten vielleicht noch nie gesehen, weswegen diese nicht als solche wahr-
genommen werden (vgl. Problem concept image vs. concept definition, Tall
& Vinner, 1981). Die hdufige Verletzung der Eindeutigkeit konnte mit dem
seltenen Erkennen desselben bei den Lehramtsstudierenden zusammenhin-
gen. Nimmt die Lehrperson die Eindeutigkeit von Funktionen selten in den
Blick oder wird diese kaum thematisiert, so wird sich auch keine Verbesse-
rung bei den Schiiler/inne/n einstellen. Folglich ist es wichtig, Lehramtsstu-
dierende dafiir zu sensibilisieren, auf diese Eigenschaft von Funktionen zu
achten. Der Riickgang bei der Betrachtung eines falschen Graphen, sowie
des GaBFs kann auf eine grof3ere Vertrautheit mit Funktionsgraphen zurtick-
zufiihren sein. Ersteres konnte damit verbunden sein, dass mit einer grof3eren
Vertrautheit auch eine kognitive Entlastung einhergeht und die gewonnenen
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Kapazititen genutzt werden konnen, sich auf weitere Dinge, wie das ausei-
nanderhalten der Graphen, zu konzentrieren. Der Riickgang des GaBFs
konnte darauf zuriickzufiihren sein, dass den Schiiler/inne/n bereits mehr
Funktionsgraphen begegnet sind und sie bereits wissen, dass diese meist
nicht aussehen, wie die dahinterliegende Realsituation. Obwohl der GaBF
potenziell nur von solchen Aufgaben initiiert wird, bei denen die Situation
visuell fassbar ist, hdngt er doch auch von den Schiilervorstellungen ab. Dies
kann daran gesehen werden, dass der GaBF bei Verwendung derselben Auf-
gaben seltener bei den 8.-Klissler/inne/n aufgetreten ist, welche bereits mehr
Erfahrungen mit Funktionsgraphen haben. Zusitzliche Vorstellungen kon-
nen aber andere Fehler hervorrufen. So werden in der 8. Klasse lineare und
proportionale Funktionen behandelt, was den Zuwachs in der Annahme, dass
alle Graphen im Ursprung beginnen miissten, erkldren konnte.

Die Untersuchung der Wahrnehmung der Studierenden zeigt, dass der GaBF
mit Hilfe des Trainings deutlich besser erkannt wurde, als zuvor. Dies kann
dazu beitragen, dass die angehenden Lehrkréfte diesen Fehler auch spéter
eher wahrnehmen und darauf reagieren konnen. Die Untersuchung zeigt zu-
dem, dass bestimmte Aspekte, wie die physikalischen Gegebenheiten nicht
beachtet wurden. An dieser Stelle gilt es, den Blick der Studierenden auch
fiir solche Zusammenhénge zu sensibilisieren, denn funktionale Zusammen-
hiange treten in allen Fachern auf. Auch wenn sich nicht in allen Punkten eine
Verbesserung zeigte, ist aber zu sehen, dass die Schwierigkeiten konkreter
benannt werden, welche im Vortest noch sehr allgemein formuliert wurden.
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