JURGEN ROTH

Computer einsetzen:
Wozu, wann, wer & wie?

LERNGRUPPE: 5.-13. Klasse
IDEE: Computereinsatz ist weder

Selbstzweck noch selbstver-
standlich lernforderlich. Es
kommt auf die Ziele des Einsat-
zes und dessen methodische
Gestaltung an.

MATERIAL: GeoGebra-Book unter

www.geogebra.org/m/Ax73wMeM

Der aktuellen Forderung nach einer
stirkeren ,,Digitalisierung der Schu-
le* kann der Mathematikunterricht ei-
gentlich recht gelassen entgegense-
hen: Tabellenkalkulationsprogramme,
Computeralgebra-Systeme, Dynami-
sche Geometrie-Systeme und, als Ver-
schmelzung aus diesen drei entstan-
den, Dynamische Mathematik-Syste-
me (oder Multi-Reprisentations-Syste-
me, vgl. Barzel/Weigand 2008) haben
im Laufe der Jahre Einzug gehalten.

Ob der Einsatz im Mathematikun-
terricht sinnvoll ist? — Diese pauscha-
le Frage wird immer wieder kontrovers
diskutiert und die Antworten gehen,
abhingig von den personlichen Ein-
stellungen der handelnden Personen,
in der Regel weit auseinander. Dabei
miisste es vielmehr um diese konkreten
Fragen gehen: Trédgt der Rechnerein-
satz etwas zum Erreichen der jeweils
verfolgten Inhaltsziele des Unterrichts
bei? Wozu genau soll er dienen?

Wenn die Frage nach dem Wozu
geklirt ist — und damit auch die Frage,
welches Programm eingesetzt werden
soll, bleibt vor dem Einsatz noch zu
bedenken: Wann soll der Rechner im
Unterrichtsverlauf eingesetzt werden?
Wer bedient ggf. den Computer und
wie sollte die Nutzung methodisch aus-
gestaltet sein? Diese Fragen werden im
Folgenden der Reihe nach diskutiert,
obwohl sie natiirlich nicht unabhéngig
voneinander zu beantworten sind.
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Wozu? Grundsatzliche Ziele

Dynamische Mathematik-Systeme und
die damit moglichen dynamischen Vi-
sualisierungen von Zusammenhingen
konnen mit ganz unterschiedlichen
Zielvorstellungen im Mathematikun-
terricht eingesetzt werden. Hier sollen
nur einige exemplarisch genannt wer-
den (vgl. Roth 2008):

(1) Beim experimentellen Arbeiten
(Erkunden, Explorieren) kann der
Rechnereinsatz Lernenden helfen, Zu-
sammenhdnge zu entdecken oder Ideen
im Problemldseprozess zu finden.

Beispiel: Die Winkelhalbierende
des rechten Winkels in einem recht-
winkligen Dreieck teilt das Quadrat
tiber der Hypotenuse in zwei gleich
grof3e Fliachen. — Stimmt das (im-
mer)? Warum (nicht)? Mit dem Ap-
plet in Abb.1 lassen sich Voraussetzun-
gen sowie die Behauptung des Satzes
dynamisch variieren und Losungsideen
konnen entstehen.

(2) Eine vorbereitete digitale Lernum-
gebung (insbes. in Form einer dynami-
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schen Visualisierung) kann von Ler-
nenden genutzt werden, um Problemlo-
seprozesse zu reflektieren.

Beispiel: In eine leere Badewanne wird
I Minute lang Wasser mit 10 Litern
pro Minute eingelassen, dann wird die
Wasserzufuhr beendet und gleichzeitig
der Abfluss geoffnet, durch den 5 Li-
ter pro Minute abflieen konnen. Nach
weiteren 1,5 Minuten wird der Abfluss
wieder geschlossen. Wie ldsst sich aus
der Zuflussgeschwindigkeit auf die
Wassermenge V in der Wanne zum
Zeitpunkt ¢ schlieBen? Nach der Bear-
beitung dieses Problems kann mit dem
Applet in Abb. 2 — der Losungsprozess
reflektiert und dabei die Idee ,,Integrie-
ren als Rekonstruieren® erfasst werden.

(3) Der Rechnereinsatz kann dazu bei-
tragen, Verstindnisgrundlagen fiir Be-
griffe und deren Eigenschaften zu bil-
den — wenn sich Lernende dies selbst
erarbeiten oder die Lehrperson den
Rechner zur Erkldrung nutzt.

Beispiel: Wer mit einem Tabellen-
kalkulationsprogramm die Ausflugs-
kosten in Abhédngigkeit von unter-
schiedlichen Teilnehmerzahlen oder
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Abb. 1: Teilt die Winkelhalbie- as
rende des rechten Winkels in ‘ N Zeit t in min

rechtwinkligen Dreiecken das 0
Quadrat Uber der Hypotenuse
in 2 inhaltsgleiche Flachen?
(GeoGebra-Book)
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Abb. 2: Die eigene Lésung mit dem Rechner auf Plausibili-
tat prifen (GeoGebra-Book)
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Abb. 3: Verstandnisgrundlage flr Begriffe am
Dreieck zur Vertiefung (GeoGebra-Book)

Getriankepreisen berechnet, bekommt
ein Gespiir fiir abhidngige und unab-
hingige Variablen.

Das Applet in Abb. 3 ist als Verstind-
nisgrundlage fiir Begriffe am Dreieck
gedacht — es kann nach entsprechen-
den Erarbeitungsphasen zur Vertiefung
genutzt werden. Durch Ziehen an ei-
nem Eckpunkt des Dreiecks kann bei-
spielsweise erforscht werden, wie un-
terschiedliche Hohen in Abhingigkeit
von der Dreiecksgrundform verlaufen
konnen.

Grundsitzlich konnen mit Dynami-
schen Mathematik-Systemen (DMS)
sehr einfach Reprisentationsformen
wie Tabelle, Formel, Graph oder Figur
miteinander vernetzt und wechselseitig
als Erkldrungshilfe genutzt werden.

(4) Wenn Schiilerinnen und Schiiler in
Bezug auf Verdinderungen mathemati-
scher Situationen argumentieren, kon-
nen insbesondere dynamische Visua-

Abb. 4: Entfernung eines Punktes P zu einem
Punkt A und dessen Bildpunkt A* bei Spiege-
lung an der Achse a (GeoGebra-Book)
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lisierungen dabei helfen, diese Argu-
mente zu finden und zu kommunizie-
ren.

Beispiel: Jeder Punkt P, der nicht
auf der Achse a liegt, ist unterschied-
lich weit von einem Punkt A und des-
sen Bildpunkt A' bei Achsenspiegelung
an der Achse a entfernt. Diese Aussage
lasst sich visuell unterstiitzt durch das
Applet in Abb. 4 leichter kommunizieren.

(5) Dynamische Visualisierungen un-
terstiitzen Lehrpersonen bei der Ver-
mittlung der Grundideen von Argu-
mentationen oder Beweisen.

Beispiel: Ausgangsfigur ist ein
Quadrat mit der Kantenlénge 1cm. Je-
de Seite dieser Figur wird gedrittelt und
im mittleren Drittel wird ein Quadrat
aufgesetzt, dessen Kantenldnge L der
Seitenldnge der bisherigen Seite der
Flidche besitzt. Dieses Vorgehen wird
bei der so entstandenen Fliche iteriert.
Wie dndern sich dabei Form, Flichen-
inhalt und Umfang der Flache? Durch
das Applet in Abb. 5 konnen Grundide-
en einer Grenzwertbildung entwickelt
und unterstiitzt werden.

Applet-Einsatz beim funktionalen Denken:
Forschungsergebnisse

Beim Umgang mit dynamischen Visu-
alisierungen geht es, im Sinne des ope-
rativen Prinzips, oft darum, sich von
der Frage ,,Was passiert mit ..., wenn
...7 leiten zu lassen. Dabei konnen
Anderungsmoglichkeiten durch syste-
matische Variation ausgelotet und so
auch Grenzfille sowie Invarianten er-
fasst werden.

Anderung

Ay = 1.69 em®

[ Flscheninhaln

| Umfang
7y =11.11 em

Abb. 5: Intuitiver Zugang zur Grenzwertbil-
dung (GeoGebra-Book)

Aktuelle Forschungsergebnisse
zeigen, dass das eigenstindige Expe-
rimentieren von Lernenden mit gut
strukturierten (GeoGebra-)Applets zu
einem deutlich groferen Lernzuwachs
im funktionalen Denken fiihrt, als ein
Experimentieren mit gegenstindlichen
Materialien an strukturgleichen Aufga-
ben (vgl. Scheuring/Roth 2017).

Der grofere Lernzuwachs beim Ar-
beiten mit geeigneten Applets konnte
auch im Vergleich zu Lernenden ge-
zeigt werden, die ihr funktionales Den-
ken anhand statischer Bilder grundle-
gend trainieren, indem sie die Verén-
derungen selbst in die Bilder hineinse-
hen (vgl. Rolfes u.a. 2016). Dies gilt
insbesondere auch fiir Lernende, die
bei mathematischen Aufgaben etwas
dngstlich agieren. Offensichtlich eroff-
nen ihnen gut gestaltete Applets Hand-
lungsoptionen, die ihre Angstlichkeit
bei der Bearbeitung von Aufgaben ver-
mindert.

Was es bedeutet, gut strukturierte
Applets zu gestalten, wird bei der Fra-
ge nach dem Wie ausgefiihrt.

Wann: BYOD PC-Raum?

Ist geklart, wozu der Rechner einge-
setzt werden soll, welche Inhalts- und
Prozessziele also damit erreicht werden
sollen, gilt es zu iiberlegen, wann ein
guter Zeitpunkt dafiir ist. Beim Blick
auf das gingige Phasenschema fiir Un-
terrichtsstunden (Einstieg, Erarbeitung,
Sicherung und Vertiefung) wird klar:
Der Rechner ldsst sich — abhidngig vom
gesetzten Ziel — grundsitzlich in jeder
dieser Phasen sinnvoll einsetzen.

Wird mit Laptops, Tablets oder
Smartphones gearbeitet, konnen Schii-
lerinnen und Schiiler den Rechnerein-
satz angemessen mit anderen Unter-
richtsaktivitdten verbinden. Nicht in je-
der Klasse sind diese Gerite im Klas-
sensatz vorhanden — dann kénnen auch
im Sinne von bring your own device
(BYOD) (vgl. Hammer/Schmidt 2015)
schiilereigene Gerite genutzt werden.
Das ist oft einfacher zu organisieren
(Rechtliche Hinweise dazu finden Sie
im Download-Bereich). Durch Smart-
phones und die verfiigbaren Smartpho-
ne-Apps von z.B. GeoGebra kann der
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Rechner leicht passgenau zum Inhalts-
ziel eingesetzt werden.

Sollte diese Variante an den Rahmen-
bedingungen in der einen oder anderen
Schule scheitern, ist — insbesondere fiir
Erarbeitungs- und Vertiefungsphasen —
die Nutzung eines Computerraums an-
gezeigt, die wegen der Raumbuchung
und der Konzeption der Stunden vor
und nach dem Computerraumbesuch
langfristig geplant werden muss. Im
Computerraum selbst sollte dann in der
Regel in Partnerarbeit und anhand kla-
rer schriftlicher Arbeitsauftrige gear-
beitet werden. Wichtig ist die gute Vor-
und insbesondere auch Nachbereitung
dieser Stunden.

Wer bedient den Rechner?

Auch die Frage, wer den Rechner be-
dient, also in welcher Sozialform (Ein-
zel- Partner-, Gruppenarbeit oder Un-
terrichtsgesprich) er genutzt wird, ist
nicht losgeldst von den zu erreichenden
Zielen zu beantworten.

Geht es darum, Lernenden eine
grundlegende mathematische Idee erst-
malig zu vermitteln und vertraut zu
machen, oder nach einer Erarbeitungs-
phase (in Einzel-, Partner- oder Grup-
penarbeit) die Ergebnisse zusammen-
zufassen und in Beziehung zur beste-
henden Mathematik zu setzen, bietet
sich das Unterrichtsgesprich an: Der
Lehrer oder die Lehrerin bedient in
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Abb. 6: Schieberegler und Kontrollk&stchen
dienen dem Ein- und Ausblenden bestimmter
Aspekte. Die Lernenden kénnen entdecken,
dass ein Parallelogramm auch ein Trapez ist.
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der Regel den Rechner bzw. die dyna-
mische Visualisierung (Beamer 0.A.).
Die im Gesprich genannten Argumen-
te konnen so dynamisch-visuell iiber-
priift und unterstiitzt werden.

Das Applet sollte einerseits durch
vorgegebene Fokussierungshilfen den
Blick auf die wesentlichen Aspekte und
Beziehungen lenken. Andererseits soll-
te es in dem Applet moglich sein, denk-
bare Schiilerideen auch spontan visua-
lisieren zu konnen. Das in Abb. 6 abge-
bildete DMS-Applet (vgl. Roth 2013)
enthilt Schieberegler und Kontroll-
kistchen zum flexiblen Ein- und Aus-
blenden bestimmter Aspekte. Wird et-
wa die Liange der Seite ¢ verdndert und
so das Viereck verformt, ldasst sich ent-
decken, dass ein Parallelogramm auch
ein Trapez ist. Uber die Kontrollkist-
chen ldsst sich die jeweils gewiinschte
Fldcheninhaltsformel einblenden und
das Unterrichtsgesprich auf die Frage
lenken, warum beide Formeln hier zum
selben Fldcheninhalt fiihren.

Geht es darum, mathematische Zu-
sammenhinge zu erforschen, sich Pro-
blemaufgaben probierend zu nihern,
oder Begriffe und ihre Eigenschaften
zu erkunden, dann bietet sich experi-
mentelles Arbeiten an. Dieses kann in
Einzelarbeit, Partnerarbeit oder Grup-
penarbeit geschehen. Einzelarbeit hat
den Vorteil, dass alle Lernenden nach
ihren eigenen Interessen und Zugangs-
weisen sowie im eigenen Tempo arbei-
ten konnen. Was bei der Einzelarbeit
fehlt, ist die Kommunikation, also der
inhaltliche Austausch iiber die Vorge-
hensweisen und Erkenntnisse aus den
Experimentierphasen, der zu einer ver-
tieften Reflexion fiihren kann. (Im Sin-
ne des Ich-Du-Wir-Prinzips kann das
aufgefangen werden.) Fiir die Einzelar-
beit muss zudem jeder iiber ein eigenes
Gerdit verfiigen.

Wird in Partnerarbeit oder in Grup-
pen mit bis zu vier Lernenden gearbei-
tet, sollte jeweils nur ein Rechner pro
Gruppe vorhanden sein, damit der in-
tendierte Austausch und die vertiefte
Auseinandersetzung mit den Applets
auch wirklich funktionieren kann. In-
nerhalb der Gruppe sind klare Rollen
hilfreich: Akteur (bedient den Rech-
ner), Moderator (behilt die Arbeitsauf-
trage im Blick), Schriftfiihrer (Notation
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der Vorgehensweisen und Ergebnisse)
und ggf. Zeitwichter. Bei einer Partner-
arbeit konnen die Rollen zusammen-
gelegt werden: Akteur und Moderator.
Bei ldngeren derartigen Arbeitsphasen
sollten diese Rollen zwischendurch ge-
wechselt werden.

Wie sollte der Einsatz
gestaltet werden?

Wie gesagt: Soll das Arbeiten mit
Computern inhaltlich gewinnbringend
fiir den Mathematikunterricht sein,
dann miissen das Applet und die gan-
ze Lernumgebung methodisch gut ge-
staltet sein.

Fokussierungshilfen in digitalen
Lernumgebungen

Damit die Lernenden die wesentlichen
mathematischen Aspekte und Zusam-
menhénge im Blick haben und bei der
Verkniipfung verschiedener Darstel-
lungsformen unterstiitzt werden, ist es
wichtig, die Aufmerksamkeit durch Fo-
kussierungshilfen zu lenken. So ist es
einfacher, sich auf Analyse- und Argu-
mentationsprozesse zu konzentrieren.

Fokussierungshilfen konnen z.B.
durch Farbgebung, Linienstirken,Mit-
fiihren von Messwerten, unterstiitzen-
de Hilfslinien u. A. gegeben wer-
den. Im Applet in Abb. 7 werden
Beziige zwischen den verschiedenen
Darstellungen durch die Farbgebung
hergestellt (z. B. in Rot: (1) Schiebe-
regler zur Variation der Seite a; (2)
Seite a im Trapez; (3) fiir die Linge
der Seite a stehender Wert auf der x-
Achse). Die GrofBen, von denen der
Fldacheninhalt des Trapezes abhingt
(hier die Langen der Seiten a und ¢
sowie der Hohen /) wurden z. B. fett
gesetzt.

Wenn Lernende erfahrener sind,
kann man die Fokussierungshilfen in
den Lernumgebungen schrittweise
verringern. Letztlich ist das Ziel, dass
die Lernenden die zu untersuchenden
Situationen in einem Dynamischen
Mathematik-System (DMS) kom-
plett selbst erzeugen sowie Fokus-
sierungshilfen selbststindig planen
und setzen. Oder sie nutzen DMS zur
Kontrolle ihrer vorher ohne Rechner
angestellten Uberlegungen. Eine sol-
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che selbststindige Nutzung des Rech-
ners ist das Ziel eines langfristigen,
sich iiber mehrere Jahre erstrecken-
den Prozesses.

Art der Arbeitsauftrage

Wenn die Ziele klar und die entspre-
chenden Applets inhaltlich und vi-
suell gut gestaltet sind, geht es da-
rum, die Aufgaben so zu formulie-
ren, dass wirklich ein selbststindi-
ges Arbeiten der Schiilerinnen und
Schiiler am Rechner stattfindet.

In jedem Fall sollen die Schii-
lerinnen und Schiiler vor dem Rech-
nereinsatz aufgefordert werden, sich
gedanklich mit dem Problem oder der
Situation auseinanderzusetzen und
Vorhersagen bzgl. deren Verdnde-
rungen schriftlich festzuhalten — so
kann das spiter mit dem Applet beo-
bachtete Verhalten der Situation bei
Anderungen damit verglichen wer-
den. Dies kann in Form eines kurzen
Textes geschehen, durch das Skiz-
zieren eines passenden Funktions-
graphen oder durch das Angeben er-
warteter Extremwerte des Bestandes
sowie der Anderung usw. Wichtig
ist, hier jeweils eine schriftliche Be-
griindung einzufordern. Erst auf dieser
Basis sollte mit dem Rechner gear-
beitet werden.

Dieses Vorgehen fiihrt einer-
seits zu einer Vorstrukturierung, die
hilft, im Applet das Wesentliche zu
erkennen. Andererseits hilft diese
Vorarbeit dabei, am Rechner wirklich
systematische Variationen vorzuneh-
men (Roth 2013). Systematische Va-
riation bedeutet u. a. das bewusste
Aufsuchen von Grenzfillen, um
Moglichkeiten auszuloten und evtl.
neue Erkenntnisse zu gewinnen.
Die Lernenden steuern dabei also
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die Stellen, 21 denen sie Vorhersagen ge-
troffen haben, bewusst an. Sie va-
riieren die Situation um diese Stellen
herum kleinrdumig und langsam und
schauen dabei genau hin.

Ein weiterer bewihrter Aufga-
bentyp ist, die in einer angebotenen
Reprisentation erkannten Aspekte in
einer andere Reprisentation (z.B. zu-
gehoriger Funktionsgraph) begriinden
zu lassen und umgekehrt (z. B. Abb. 7).
Die dazu notwendigen vernetzten Re-
flexionen iiber Reprisentationen kon-
nen — bei geeigneter Unterstiitzung
durch Fokussierungshilfen — Verste-
hensprozesse vertiefen. Es hat sich als
wesentlich herausgestellt, die Lernen-
den ihre Vorgehensweisen und Ergeb-
nisse im Heft oder auf einem Ar-
beitsblatt schriftlich festhalten und
letztere auch begriinden zu lassen.
Diese — bei Lernenden zunichst oft
unbeliebte Tétigkeit — fiihrt nach-
weislich zu einer intensiveren
Auseinandersetzung der Schiilerinnen
und Schiiler mit den erarbeiteten In-
halten. Bei der gemeinsamen Diskus-
sion dariiber, was nun wie fest-
zuhalten ist, kommt es hdufig zu neuen
Erkenntnissen bei den beteiligten
Schiilerinnen und Schiilern, die im Er-

arbeitungsprozess selbst noch gar
nicht vorhanden waren (vgl. Roth u.
a. 2016). Eine Moglichkeit der

konsequenten Vernetzung von Applets
mit schriftlichen Arbeitsauftrigen und
weiteren Materialien, bieten etwa so-
genannte Lernpfade (vgl. Roth
2014). Beispiele dazu und eine
Anleitung zum Erstellen dieser Lern-
pfade in einem Wiki — einen Lern-
pfad bei dessen Bearbeitung man
lernt, wie man einen Lernpfad
erstellt — findet man unter http://
www.juergen-roth.de/lernpfade.
Ganz entscheidend nach derartig
selbststandigkeits-

orientierten Arbeitsphasen der Lernen-
den ist ein Zusammenfiihren der Schii-
lerergebnisse und ein Vernetzen mit
dem gesicherten mathematischen Wis-
sen in einer Plenumsphase, die von der
Lehrperson moderiert wird. Anregun-
gen hierzu findet man im Beitrag von
Christian Fahse in diesem Heft.

Fazit

Der Einsatz von Rechnern durch Schii-
lerinnen und Schiiler erfordert ei-
ne strukturierende methodische Rah-
mung, kann dann aber einen wesentli-
chen Beitrag zum erreichen inhaltlicher
Lernziele des Mathematikunterrichts
leisten.
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