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Warum Modellieren und R Didaktik der

TU | | Mathematik

Angewandte Mathematik? P -

Zielrichtungen

m Die Frage nach dem ,Warum?”
wird von Anfang an thematisiert.

m Begriffe, Verfahren und Strukturen
0 an konkreten Beispielen erarbeiten,
o als Grundlage von Problemlosungen nutzen und
o in vielfaltigen Anwendungsbereichen einsetzen.
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Sekundarstufen

o o R idaktik der
Beispiel: Marktforschung PTlJ::: Mathemati

Streaming-Dienste
m Ein Marktforschungsinstitut wird beauftragt, das Verhalten der

Abo-Kunden von Streaming-Diensten zu untersuchen.
G Ziel: Argumente fur Marketingentscheidungen liefern.

A

Es gibt zwei Streaming-Dienste: GoVideo (G) und Hetzfix (H)

I Die Gesamtzahl der Kunden bleibt konstant.
H Der Marktmechanismus andert sich nicht.

A
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Beispiel: Marktforschung

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

Daten iiber Umfragen

Streaming-Dienst GoVideo (G) hat 20.000 Kunden.
Streaming-Dienst Hetzfix (H) hat 30.000 Kunden.

Pro Monat wechseln 20% der G-Kunden zu H.

Pro Monat wechseln 5% der H-Kunden zu G.

Abonnieren irgendwann alle den
Streaming-Dienst Hetzfix (H)?

Oszillieren die Kundenzahlen?

Stellt sich ein Gleichgewicht ein?

Ubergangstabelle

6 08.06.2025
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Sekundarstufen

° Didaktik der
Baumdiagramm Tun Mathematik

0,2 G

y 12.800
H

16. ooo
0,95 02 = 3.200
G
0,05 o 0.05 230
H ,
095 3.800

50.000

0,6

30.000
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Entwicklung der Abonnenten-Zahlen RPTUn Matherati

Sekundarstufen

Nach einem Monat
=P Kunden G: 0,8-20.000+ 0,05-30.000
= 16.000 + 1.500 = 17.500 G
=p KundenH: 0,2:20.000+ 0,95 -30.000 16.000 €=
= 4.000 + 28.500 = 32.500 G 0,8
20.000
H
0.4 0.2 4.000 =
50.000
G
0'6 0’05 1.500 «
H
30.000
0,95 H
28500 =
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Entwicklung der Abonnenten-Zahlen RPTlJ::: Matherati

Sekundarstufen

WY t M t
—» KundenG: 0.8 -20.000 + 0.5 - 30.000 s ° l
= 16.000 + 1.500 = 17.500 e 08 12.800 €=
=P KundenH: 0,2-20.000+ 0,95 -30.000 16.000 < H
— 4.000 + 28.500 = 32.500 . 0,8 0,2 3200 €=
20.000 G
H 0,05 200 =
0,4 0,2 4.000 < ¥
50.000 0,95 3.800 =
G
G 08 __» 1200 =
0’6 (o) 05 1.500
H ' XA H
30.000 ’ 300 =
Nach zwei Monaten 0,95 28'%'() 5 005 1.51;25 <
—> Kunden G: 12.800 + 200 + 1.200 + 1.425 = 15.625 | \ H
—» Kunden H: 3.200 + 3.800 + 300 + 27.075 = 34.375 0,95 27.075 =
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Sekundarstufen

° R idaktik der
Entwicklung der Abonnenten-Zahlen PTlJ::: Mathemati

Aufgabe A RSN O
. . . 1 G->H 0.2
m Untersuchen Sie die Entwicklung der 2 Ho>G 0.05
Kunden-Zahlen Uber einen Zeitraum von ... 3
> 10 Monaten !
0 100 Monaten. 5 0 20000 30000
, , 6 1| 17500 32500
m Ein Tabellenkalkulationsprogramm kann 7 5 .
helfen ... o 3 1
9 4
10 5 Herunter-
11 6 ziehen
= B5* (1- $B%$1) + C5 * $B$2 = -
13 8
14 9
= B5*$B$1+ C5* (1- $B%$2) - o~
m -
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Sekundarstufen

o R idaktik der
Entwicklung der Kunden-Zahlen PTU::: Mathematik

5 45.000

O

g 40.000 —— —
4 A —— = —h—

= 35.000 ——h

O /

% 30.000

B 25000

<

20.000 -# GoVideo (G)
15.000 -\.\l—\ -+ Hetzfix (H)

—a—
10.000 . . . .
5.000
0 | | | | | | | | | |
0 | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Monat
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R Didaktik der

Entwicklung der Kunden-Zahlen TU| L Mathemati

_§ 45.000 Erkenntnis
£ 40.000 Die Kunden-Zahlen von GoVideo (G) sinken
X /""*_‘__‘ : : :
= 35.000 - und die von Hetzfix (H) steigen.
T /
= 30.000 .
N 25000 = GoVideo (6) Fragen
< 50.000 - Hetzfix (H) Halten diese Tendenzen an?
| : Hat GoVideo (G) irgendwann
15.000 - \*H_- keine Kunden mehr?
10.000 Was passiert, wenn GoVideo (G) zu Be-
5.000 ginn mehr bzw. noch weniger Kunden hat?
O I I I I I I I I I |
O 1 2 3 45 6 7 8 910 Vorgehensweisen
Monat m Vorhersagen machen & festhalten lassen.

m Testen! (Schieberegler!)
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Sekundarstufen

o o R idaktik der
Schematisierung PTlJ::: Mathemati

Kunden-Zahlen nach einem Monat Kunden-Zahlen nach einem Monat
G 0,8-20.000 + 0,05-30.000 G: 0,8-20.000 + 0,05 -30.000

H: 0,2-20.000+ 0,95-30.000 H: 0,2-20.000+ 0,95-30.000
Ubergangstabelle Tabelle der Ausgangswerte

20.000
30.000

Vektor der Ausgangswerte

Ubergangsmatrix

0,8 0,05 20.000
(0,2 0,95) 30.000

RPTU
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Didaktik der

Schematisierung TU| L Y Mathemati

Berechnung der Kunden-Zahlen nach einem Monat
G 0,8-20.000 + 0,05-30.000
H: 0,2.-20.000+ 0,95-30.000

” (0,8 0,05).
0,2 0,95

)

02 (0,8 0,05).
02 0,95

9 (0,8 0,05).
0,2 0,95
e (0,8 0,05) ~ {0,8-20.000 + 0,05 - 30.000

0,2 0,95 ~\0,2-20.000 + 0,95 - 30.000

14 08.06.2025 RPTU
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0,8-20.000 + 0,05 - 30.000
30.000

(0,8 -+ 20.000 + 0,05 - 30.000)

20.000
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Didaktik der
TU | | Mathematik

Schematisierung

Berechnung der Kunden-Zahlen nach einem Monat
G 0,8-20.000 + 0,05-30.000
H: 0,2.-20.000+ 0,95-30.000

e (0,8 0,05) 20.000\ (0,8-20.000 + 0,05 - 30.000\ (17.500
0,2 0,95/ \30.000/ \0,2-20.000+ 0,95-30.000/ \32.500

N )\ ) \ )
Y Y Y
Ubergangs- Ursprunglicher Kundenvektor
matrix Kundenvektor nach einem Monat

Dieses Ergebnis entspricht dem der handischen Berechnung von Folie 8! 4

Nach einem Monat

=P Kunden G: 0,3-20.000+ 0,05-30.000
= 16.000 + 1.500 = 17.500

=P KundenH: 0,2-20.000+ 0,95 -30.000
= 4.000 + 28.500 = 32.500
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Ein rechteckiges Zahlenschema
mit n Zeilen und m Spalten heil3t

Eine (n X 1)-Matrix heil3t auch Spaltenvektor.

Eine (1 x m)-Matrix hei3t auch Zeilenvektor.

Matrizen werden mit einem Grol3-
buchstaben abgekurzt, Vektoren mit
Kleinbuchstaben & einem Pfeil darUber.

alm)
Anm

Matrix A

A1m

anm

e

Vektor a




Sekundarstufen

o o ° ° ° R idaktik der
Schematisierung im Beispiel PTlJ::: Mathemati

Urspriinglicher = (20.000)
Kundenvektor: 07 130.000

. : _ (08 0,05
Ubergangsmatrix: A—(o,z 0,95)

Kundenvektor o= A- kg = (0,8 0,05> . (20.000)
nach einem Monat: 0,2 0,95/ \30.000

(0,8 - 20.000 + 0,05 - 30.000) _ (17.500)

0,2-20.000+ 0,95 -30.000 32.500
Kundenvektor T (0,8 0,05) T
nach zwei Monaten: 4 17\0,2 095/ ™1
Kundenvektor = —
nach n Monaten: n=A4kn

17 08.06.2025



o o R idaktik der
Schematisierung PTUn Mathemati

Sekundarstufen

Das Produkt einer mit einer
) wird definiert durch:

18 08.06.2025  — RPTU



Exkurs: Matrizenrechnung mit GeoGebra

Eingabe von Matrizen
Eingabe von 4 := {{1,2,3}, {—4,—5,—6},{7.1,8.2,9.3}, {3,2,1}} liefert
nach Auswahl von [B und ggf. driicken der Enter-Taste |EEID:

1 2 3
—4 -5 -6
A=| 7nn a9
10 5 10 rechtem Mausklick Kontextmend
3 2 1 — Erzeugen — Matrix

Hinweis:

Eingabe von Vektoren
Eingabe von b := {{1}, {—2},{3}} bzw. b = (1,—2,3) liefert

nach Auswahl von B und ggf. driicken der Enter-Taste BB +

)

Didaktik der
TU| Mathematik
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R

o o Didaktik der
Exkurs: Matrizenrechnung mit GeoGebra STV & eenerk
9 3 8 2
A= ( 5 1 8 1 )
4 2
o (5 1)
Matrizen multiplizieren 3 3
Eingabe von B A
A =1{{9,3,8,2},{5,1,8,1}} N
B = 114,2 7
{{4,2},{5,7},{3,3}} (9382
B x A _ 5 1 8 1
liefert nach Auswahl von [ und ggf. 4 o
driicken der Enter-Taste das B — ( 5 7 )
Produkt B - A der Matrizen. 53
( 46 14 48 10 )
80 22 96 17
42 12 48 9
+
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Didaktik der

Exkurs: GeoGebra CAS Mathematik

GeoGebra Classic
Zeilenbeziige in der
CAS-Ansicht

GeoGebra Suite

= Statische Beziige
Anderungen in der Referenzzeile
haben keine Auswirkungen.

Beschriftung entfernen

# kopiert die vorherige Ausgabe

Eingabe duplizieren

#3 kopiert die Ausgabe von Zeile 3
Ergebnis duplizieren
= Dynamische Beziige
Anderungen in der Referenzzeile werden
ubernommen.

Ldschen

Einstellungen

$ flagt die vorherige Ausgabe ein
$3 flgt die Ausgabe von Zeile 3 ein
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Entwicklung der Kunden-Zahlen R | @@ pisiciccer
Berechnung der Kunden-Zahlen mit GeoGebra = -
. {20000
Eingabe des ursprunglichen Kundenvektors: ko = (;8888) O k= (3{]0{]0)
A — ( 0.8 0.05 )
. 0.2 0.95
Eingabe der Ubergangsmatrix: A= (82 88;)
ki = Akg
- © (17500
Berechnung des Kundenvektors nach einem Monat: k; = A -k, — \ 32500
ko = Ak
Berechnung des Kundenvektors nach zwei Monaten: k, = A - k, © - (15525)
— \ 34375
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Entwicklung der Kunden-Zahlen R Tun oidsckder
Berechnung der Kunden-Zahlen mit GeoGebra P Sekundarstufen

ks = Ak k7 = Akg kit = A kg
 (14218.75  (11334.84 (10422235
= \35781.25 = \38665.16 = \39577.65
ke = Aks ke = A ks kip = Ak
~ (13164.06 ~ (11001.13 ~ (10316.76
= \36835.94 = 138998.87 = \39683.24
ks = Aky ko = Akg kis = A ku
~ (12373.05 ~ (10750.85 ~ (10237.57
= \37626.95 = \39249.15 = \39762.43
ke = Aks kio = A ko kie = Ak

O (11779.79 O (10563.14 O (10178.18
= \38220.21 = \39436.86 = \39821.82
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Didaktik der

Entwicklung der Kunden-Zahlen Mathematik

Iterative Berechnung
m Die Kunden-Zahlen nach zwei Monaten wurden so berechnet:
k_z):A'k_{:A'(A'k_o))

m  Will man die Kunden-Zahlen nicht iterativ sondern direkt
berechnen, dann musste das so funktionieren:

k_2>=A-k_1>=A-(A-k—O))=A2-k—O)
m Dazu muss eine Multiplikation von Matrizen definiert werden.

m Dann konnte man auch E{ direkt berechnen:

—

k, = A" - k,

24  08.06.2025



Didaktik der

Berechnung der Kunden-Zahlen Mathematik

Berechnung von k,

ki=A-ky = (a11 a12). ko, \ _ (@11 ko, +as2 - ko,
1= 0 ~\ay; ap, ko, \az1-ko, +az; -k,

ky=A-A-kyg=A -k

_ (a11 alz) ai k01 + air kOZ
az1 Qzz azq - k01 + ay, - koz

a11a11 * ko, + a11a42 * ko, + @120a31 - ko, + a12a;3; - ko,
Az1011 * ko, + az1a13 - ko, + az2a31 - ko, + azaa;; - ko,

<(a11a11 + a12031) - ko, + (a11a12 + ag2a33) koz)
(az1a11 + azza;31) - ko, + (az1a4; + azza;;3) - ko,

A11@11 + 12021 Q11012 + a12a22) [ ko,
A1Q11 T Q22021 Q21097 + A22033) \ ko,
& J H_/

hd —_—
—A-A=: 4> = k,

25 08.06.2025



Sekundarstufen

° ° ° ° R idaktik der
Matrizenmultiplikation STU n Miathematik

a1z aip
a1 Ay

Die Multiplikation einer (2 X 2)-Matrix (

) mit sich selbst

ist definiert durch:

(a11 a12) : (a11 alz) __ (a11a11 + a2021  aq1012 + a12a22>
Az1 Ay Az Q3 Ap1A11 T Q2071 Q1012 T Ap207;

Bemerkungen
m Vorgehensweise bei der Matrizenmultiplikation:
1 13 2 . 5
2—(ay Ugan ($j1 ﬁlz) __fla11a41 + aq2034] |Q11Q12 T a12a225
X053 0557 y T
3 Xz sy 1 {2 dz1011 T Az2021| Q21017 + G207
3

m Diese Vorgehensweise lasst sich verallgemeinern.

m Damit sie funktioniert, muss die Anzahl der Spalten der linken Matrix
gleich der Anzahl der Zeilen der rechten Matrix sein!

26 08.06.2025 https://www.geogebra.org/m/m3bntbeu O — RPTU
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Entwicklung der Kunden-Zahlen
Prognose ist nun ohne Iteration moglich

% = (30.000)

4= (0,8 0,05)

0,2 0,95
ki =A-ko
ky = A% -k,

k1o = A0 - kg

O ke = (20000)

30000

A — ( 0.8 0.05

0.2 0.95
ki = A ko
(17500

= 32500

ko = A% kg
(15625

= \ 34375

kio = A% kg

39436.36

O ) (10563.14)

koo = A% kg
~ (10031.71
~ \39968.29
kso = A¥ kg
~ (10001.79
— 139998.21
kao = A" kg
~ (10000.1
~ \39999.9
kioo = A% kg

(10000
= 140000

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

k30 — AZO y ko
k30 —_ A30 y kO
kao = A* -l

e — —
— 2100
K100 = A7 - ko

27 08.06.2025 https://wiki.geogebra.org/de/Matrizen@ https://wiki.geogebra.org/de/CAS—Ansicht@ https://www.geogebra.org/m/khxecd7kQ RPTU


https://wiki.geogebra.org/de/Matrizen
https://wiki.geogebra.org/de/CAS-Ansicht
https://www.geogebra.org/m/khxecd7k

28

Stabiler Kundenvektor

Didaktik der

Entwicklung der Kunden-Zahlen Mathematik

Es gibt offensichtlich nach einer bestimmten Anzahl
10.000)

von Monaten einen stabilen Kundenvektork_; = (40 000

Obwohl weiterhin in jedem Monat Kunden den Streaming-
Dienst wechseln, bleiben die Kundenzahlen der beiden
Streaming-Dienste konstant.

Man sagt, es stellt sich ein dynamisches Gleichgewicht ein.

FUr diesen stabilen Kundenvektor k_; muss gelten:

—_—  —

A-k, =k,

Aus dieser Gleichung kann man k_s) auch direkt berechnen.

08.06.2025



Entwicklung der Kunden-Zahlen R Didaktik der
— TU| Mathematik

Berechnung von k; P -

Aus A- ITS = ITS

o : — 0,8 0,05
ergibt sich mit kg = ( ) und A = (O > 0 95)
: : : 0,8 0,05 X X

die Matrixgleichung (O > 0 95) ( ) (y)

Als lineares Gleichungs- 08:-x+005-y=x

system geschrieben folgt: 02:-x4+095-y=y

Zusammenfassen gleich- —02:-x4+005-y=0

artiger Terme liefert: 02:x—005-y=0

Dieses , Gleichungssystem” _ o

ist nicht eindeutig l6sbar. 0.2:x=005-y=0

Es gilt aber zusatzlich: x + y = 50.000

29  08.06.2025 RPTU



Entwicklung der Kunden-Zahlen
Berechnung von k, (Fortsetzung)

Dieses Gleichungssystem
ist eindeutig losbar.

Aus der ersten Gleichung
ergibt sich:

Einsetzen in die zweite
Gleichung liefert:

Es ergibt sich folgende
eindeutige Losung:

Stabiler Kundenvektor:

30 08.06.2025

02:-x—005-y=0
x + y = 50.000

x =025y

1,25 - y = 50.000

v = 40.000
x = 10.000

% = (40000)

TU

Didaktik der
Mathematik

RPTU



Entwicklung der Kunden-Zahlen R Didaltk der

TU | | Mathematik

Berechnung von k_; mit (GeoGebra-)CAS P -

Berechnung von k_s)

= Mit einem Computer-Algebra-System 02-x—005-y=0
(CAS) wie in GeoGebra kann das Glei- x + y = 50.000
chungssystem auch direkt gelost werden.

Eingabe von
Lose({0.2*x —0.05%xy =0,x +y = 50000}, {x,y})
liefert nach Auswahl von B und ggf. driicken der Enter-Taste BB :
{{x = 10000,y = 40000}}

Lose({0.2x —0.05y = 0, x+y = 50000}, {x, y})
_ {{x = 10000, y = 40000}} =]
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Didaktik der

Entwicklung der Kunden-Zahlen Mathematik

Ergebnis

m Die Kundenverteilung stabilisiert sich so, dass - trotz der
dynamischen Entwicklung — der Streaming-Dienst Hetzfix (H)
dauerhaft 40.000 und der Streaming-Dienst GoVideo (G)
durchgangig 10.000 Kaufer hat.

m Der stabile Kundenvektor lasst sich mit Hilfe der Gleichung
A- k_s) = k_s) und der konstanten Kundensumme berechnen.

m Insbesondere ist das lineare Gleichungssystem nicht von
einer speziellen Anfangsverteilung der Kunden abhangig.

m Folglichist auch der stabile Kundenvektork_; unabhangig
von der Anfangsverteilung der Kunden!
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R

Didaktik der
TU | | Mathematik

Entwicklung der Ubergangsmatrix

P

Entwicklung der Ubergangsmatrix
m Wie verandert sich bei diesem Prozess die Ubergangsmatrix A? A= (8;3 88‘;)
m Untersuchen Sie das mit Hilfe des CAS in GeoGebra. ' '

Ergebnisse
m Offensichtlich ergibt sich eine Grenzmatrix A;:

08 0,05\" (02 02
T n _ 1: ) ) — ’ ’
Ag = lim A" = lim (0,2 0,95) - <0;8 0»8)

m Wird die Grenzmatrix A; auf den Ausgangskundenvektor k_O)
angewandt, dann ergibt sich direkt der stabile Kundenvektor k_s):

—

AG°k_O):ks

33  08.06.2025



34

Ergebnisse (Fortsetzung)

Didaktik der

Entwicklung der Ubergangsmatrix ootk

Grenzmatrix A; und stabiler Kundenvektor k_s)
sind unabhangig von der Anfangsverteilung.

Statt 50.000 Kunden kann man auch 100% bzw. 1 nutzen.

Der Anfangsvektor lasst sich dann als ((1)) oder ((1)) schreiben.

Multiplikation mit der Grenzmatrix A; = (? Z) liefert die erste bzw.

zweite Spalte dieser Matrix:

C ) O=()=k s (C0)O=()=x

; ay _ (b _ 3~
Daraus folgt: (C) = (d) = k;
In den Spalten der Grenzmatrix 4. steht jeweils
der stabile Kundenvektor k_s) :
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