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Grundlagen des Volumenbegriffs am Beispiel Pyramide

(1) Prinzip und Satz von Cavalieri

(2) Grundlagen des Volumenbegriffs (einschlieRlich Satz von Dehn)
(3) Volumen der Pyramide

(4) Volumen des Pyramidenstumpfs

(1) Prinzip und Satz von Cavalieri
Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647; Astronom und Mathematiker)
war ein Schiler von Galileo Galilei (1564 - 1642).

Prinzip von Cavalieri

Zwei Korper sind volumengleich, wenn sie folgende Bedingungen fillen:

(1) Die Grundflachen sind inhaltsgleich und liegen in derselben Ebene.

(2) Jede Parallelebene zur Grundebene schneidet aus beiden Kérpern
inhaltsgleiche Flachen aus.

Satz von Cavalieri
Zwei Korper gleicher Hohe sind volumengleich, wenn sie in
jeweils gleicher Hohe flachengleiche Querschnitte haben.

Zum Beweis dieses Satzes ist die Integralrechnung notwendig, er kann also in der Sekundarstufe | nicht
durchgefihrt werden.

h h
Vxelon] Ai(x) =A,(x) =V, = f A (x)dx = f A,(x)dx =V,
0 0

Der Satz kann aber mit Hilfe eines Stapels aus Bierdeckeln plausibel gemacht
werden. Man schichtet die Bierdeckel zu einem Stapel auf und verformt diesen.
Der Stapel aus Bierdeckeln veranschaulicht die Zerlegung eines Kérpers in
(unendlich) diinne Scheiben. Alle so erzeugten Kérper sind volumengleich, da die
einzelnen Bierdeckel (Scheiben) jeweils kongruent sind.

(2) Grundlagen des Volumenbegriffs

Die theoretischen Grundlagen des Volumenbegriffs sind weitgehend analog zum Flacheninhaltsbegriff.
Dem Vieleck in der Ebene entspricht als Korper der Vielflach (Polyeder), z.B. Quader, Prisma und
Pyramide. Von elementargeometrischen Zerlegungen spricht man wie bei einer Flache auch im Raum,
wobei sich die Begriffe Zerlegungs- und Ergdnzungsgleichheit analog zur ebenen Geometrie definieren
lassen. So wie sich jedes Vieleck in ein zerlegungsgleiches Quadrat umformen lasst, so kann z.B. jeder
Quader in einen zerlegungsgleichen Wiirfel umgeformt werden. Auch ein gerades Prisma kann in einen
zerlegungsgleichen Quader und damit, durch die Transitivitdt der Zerlegungsgleichheit, in einen
zerlegungsgleichen Wiirfel umgeformt werden.

Satz
Zerlegungsgleiche und erganzungsgleiche Polyeder haben den gleichen Rauminhalt.

Aber die Umkehrung gilt im Raum nicht! Dies besagt der Satz von Dehn:

Satz von Dehn (1901)
Zwei rauminhaltsgleiche Polyeder sind im Allgemeinen weder zerlegungs- noch erganzungsgleich.

Beispiel: Zu einem Tetraeder gibt es keinen Wirfel, zu dem es zerlegungsgleich oder erganzungs-
gleich ist.

Es existiert als nicht zu jedem Polyeder ein zerlegungsgleicher Wirfel. Jeder Polyeder ist zwar in
Dreieckspyramiden zerlegbar, was der Zerlegbarkeit von Vielecken in Dreiecke entspricht, zu einer
Dreieckspyramide gibt es aber nicht immer einen zerlegungsgleichen Wiirfel.
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(3) Volumen der Pyramide

Eine Konsequenz aus obigen Ausfiihrungen ist, dass die so einfach aussehende Volumenformel fir
Pyramiden Vpyramide =§- G - h nicht elementar hergeleitet werden kann, sondern wie bei Kérpern mit
gewolbten Begrenzungsflachen (Zylinder, Kegel und Kugel) infinitesimale Methoden zu ihrer Gewinnung
angewandt werden mussen.

Exkurs: Hinweise auf die Volumenformel ohne allgemeine Begriindung

1. Betrachtung eines Spezialfalls

Fir einfache Berechnungen an Pyramiden reicht die Betrachtung der
regelmaRigen geraden Pyramide, deren Volumen als Spezialfall be-
stimmt werden kann: Ein Wirfel mit Kantenlange a kann in sechs Pyra-
miden unterteilt werden, wobei die Wirfelseiten die Grundflachen bilden
und der Mittelpunkt des Wirfels die Spitze jeder der sechs Pyramide ist.
Somit sind der Grundflacheninhalt G = a?, die Hohe h = %und das Volu-

men Vpyramide = %- Vwirfel der Pyramide bekannt. Es folgt:

1 1 ., 11 1 . a

VPyramide:g'VWiirfelzg'a 23'§'a'a2:§'a2'2_

“G-h

W =

2. Experimentelle Veranschaulichung:

Man bendtigt zwei Hohlkorper aus Plexiglas, namlich eine quadratische Pyramide und einen Quader
mit quadratischer Grundflache, die dieselbe Grundflache G und dieselbe Héhe h haben und mit
Wasser geflllt werden kénnen.

Fir das Volumen des Quaders gilt: Vouader = G - h
Fur das Volumen der Pyramide gilt: Veyramiaze = k - Vouader = k - (G - h)

m Zunachst soll anhand des Modells der Faktor k geschatzt werden.
Dabei sind Werte zwischen k = % und k = %zu erwarten.

m Anschlie3end wird die Pyramide mit Wasser gefillt
und (mehrfach) in den Quader umgegossen.

e T .

Wie viele Wasserfillungen der Pyramide passen in den Quader?

. 1 1
Ergebnis: Veyramide = 3 Vouader = 3 G-h &

Nachweis der Volumenformel fiir Pyramiden mit dem Satz von Cavalieri
Die Tatsache, dass fir alle Pyramiden die gleiche Volumenformel Vpyramige = %G - h gilt, lasst sich mit
dem Satz von Cavalieri in drei Schritten nachweisen:

1. Eswird gezeigt:  Alle dreiseitigen Pyramiden mit gleicher Grundflache G
und gleicher Hohe h besitzen dasselbe Volumen.

2. Eswird gezeigt:  Giiltigkeit der Volumenformel fiir
besondere dreiseitige Pyramiden.

3. Eswird gezeigt:  Glltigkeit der Volumenformel flr Pyramiden
mit beliebiger Eckenzahl der Grundflache.
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Exkurs: Zentrische Streckung im Raum

Eine dreiseitige Pyramide ABCS der Hohe h wird von einer Ebene
geschnitten, die parallel zur Grundflache der Pyramide ist. Die
Schnittflache bildet das Dreieck AA;B;C,. Die Schnittebene hat den
Abstand x von der Spitze. Betrachtet man nun die einzelnen
Seitenflachen, so kann man die Figur einer zentrische Streckung mit
der Spitze der Pyramide S als Streckungszentrum erkennen, denn
Grund- und Schnittebene sind parallel zueinander und folglich auch
die entsprechenden Seiten von Grund- und Schnittdreieck.

Damit folgt fir den Streckungsfaktor k der Zentrischen Streckung mit
Streckungszentrum S:

" h 4B  BC AC

Analog folgt fiir die Hohen hg und hg, der Dreiecke AABC und AA;B;C;: h—1 =k
G
Damit folgt fir die Flacheninhalte der Dreiecke AABC und AA;B,Cy:

1 1 — 1 — -—
AAA131C1 _7'g61 ‘hcl _E‘AIBI .hGI _E (k AB) * (khc) _ AB 'hG
Anmerkung: Es ist auch mdglich das Schnittdreieck in die Grundflache zu projizieren. Streckungs-
zentrum ist dann der HohenfuRpunkt H. (,Normale” zentrische Streckung in der Ebene!)

= k% = k2

N =[N =

A 1
AABC j'gc‘hc

1. Nachweis: Alle dreiseitigen Pyramiden mit gleicher Grundflache ¢
und gleicher Hohe h besitzen dasselbe Volumen:

Es werden zwei Pyramiden mit inhalts-
gleichen Grundflachen Gpsge und Gapgr
sowie gleicher Hohe h betrachtet. Nach
dem Satz von Cavalieri sind sie volumen-
gleich, wenn jede Parallelebene zur Grund-
flache aus beiden Korpern inhaltsgleiche
Flachen ausschneidet.

Wir betrachten zwei Dreiecke AA'B'C’ und
AD'E'F' die als Schnittfiguren einer zur
gemeinsamen ,Grundebene” parallelen Ebene mit den Pyramiden entstehen. Der Abstand der
Pyramidenspitzen S; und S, zu dieser Ebene ist jeweils h'.

S; und S, kénnen als Zentren raumlicher zentrischer Streckungen aufgefasst werden, die AABC auf
AA'B'C' und ADEF auf AD'E'F' abbilden. Fir beide zentrische Streckungen gilt:

. = ! 2
Bildflache _ Gaagicr  Gaprgier — (h ) = k2

h

Urﬂéche - GAABC GADEF

Daraus folgt fiir die Inhalte der Flachen Gaagc, Gaper, Gaargrcr UNd Gapigipr:

GpaaBc=GApEF nach Vor.
~

_ 1,2 2 _
Gpa'p'c’ = k* - Gaapc = k? - Gaper = Gap's'F’

Damit ist die dritte Bedingung des Prinzips von Cavalieri erflillt und es gilt:

Satz iiber das Volumen von Dreieckspyramiden (*)
Dreiseitige Pyramiden mit inhaltsgleichen Grundflachen und gleichen Hohen sind volumengleich.
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2. Nachweis: Giiltigkeit der Volumenformel fiir
besondere dreiseitige Pyramiden

Man zerlegt ein dreiseitiges Prisma mit dem Grundflacheninhalt G
und der Hohe h, wie im Bild dargestellt, in drei Pyramiden P;, Py
und Pyy.

Vergleich der Volumina V;, Vj; und Vi, der Pyramiden Py, Py und Py

P
Grund— und Deck— Halften des
fliche des Prismas Rechtecks QRR/Qr
— faa] _ ~
Gr = Aapor = Approrr = G Gy = Apro'r! = Aprgo’ = Gt
— [ — I __ _—
hI - PP - hPrisma - RR - hII h’II = SP’ = hIII
) ()
[} _ )
> =W =V =V

= VPyramide =V =V =V

= Verisma =Vi+ Vi + Vin =3~ VPyramide

1 1
= VPyramide = EVPrt’sma =3 G-h

3. Nachweis: Giiltigkeit der Volumenformel fiir Pyramiden
mit beliebiger Eckenzahl der Grundflache

Jede n-seitige Pyramide lasst sich inn — 2 dreiseitige Pyramiden mit gleicher
Hohen h zerlegen (Triangulieren der Grundflache). Daher folgt:

1 1 1 1
prramide =§Gl 'h+§GZ 'h+"'+§Gn_2 -h =§' (G1 +Gz +"'+Gn_2) -h
=G

1
= VPyramide =3 G-h

Satz liber das Pyramidenvolumen
Fur das Volumen Vpyramige €iner Pyramide mit dem Grundflacheninhalt G und der Hohe h gilt:

VPyramide = §G “h

Nachweis der Volumenformel fiir Pyramiden mit Stufenkorpern

Zum Nachweis der Volumenformel fir Pyrami-
den werden hier umbeschriebene und einbe- K Gy

schriebene Stufenkorper aus Prismen benutzt. 8= I =5 o1

Die Grundflachen G, bis G,, der einzelnen Stu- W W

fenkorper sind ahnlich zur Grundflache G der D< 1 > /]\\- ﬁ

Pyramide. Fur ihren Flacheninhalt ergibt sich mit % n ﬂ\ fizz |\

dem Strahlensatz firk = 1,2, ..., n: o n ' i
G \ n | n?

Volumen V;, des Stufenkérpers, der der Pyramide umbeschrieben ist:

n

C oo (k2 R\ _Gh O,
Vo= D Vossmas = 2 (66 7) = 2, (76 ) =T 2k
k=1 k=1

k=1

Volumen V, des Stufenkdrpers, der der Pyramide einbeschrieben ist:

n—-1
G-h O,
Ve = Z VPrismak = 3 : Z k
k=1

=1

=
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=G -h-lim (;)zO.

n—-oo

ES gilt V, < Veyramide < Vi und lim (V, = V,) = lim (%3 - n?)
n—-oo n-oo \n

Daraus folgt, dass sich das Volumen Vpyramiqe der Pyramide wie folgt berechnen lasst:

G h~",) . (Ghn@+D) @n+1)
(?'Zk>=,l‘i&( '

6
k=1

[+ o) et

VPyramide = lim V, = lim 3

n—-oo n—-oo

=——:lim
n—-oo
(4) Volumen des Pyramidenstumpfs / ?‘".f-\\ BE B
e
Hier erfolgt nur eine Herleitung der Formel. ;/‘}‘*‘ =
J(: 'v:: : 'l h"i T
VPyramidenstumpf *yif?' \ / L\ l
/ X A %
= VPyramidegmg - VPyramideklein / /’/‘ g & 'a,h‘ \\ : h
1 1 [ j e\
=5G1-(h+x)—§G2-x < : i 3 1
1 \\ l’.' (1'4 l' 7
=2 (G h+ G x—Gy-x) e, i
3 N JI i /
NG "V/

Zg'(G1'h+(G1_Gz)'x) ™
Aufgrund der raumlichen zentrischen Streckung (vgl. Exkurs: Zentrische Streckung im Raum auf Seite3)

gilt auBerdem:
G,  x?
G, (h+x)?

N
E=h+x
h-\/G_2+x-\/G_2=x-\/G_1
h G = - (JG ~G)
heG (G + /@) b (JGiG; +Gy)

Gy — Gy

L hyE
TG (e &) (66

Einsetzen in (*) liefert:
1
VPyramidenstumpf =3 (G1-h+ (G —Gy) x)

1 (01 R+ (G, — Gy M_JGGG))
3 G1-G;

%'(Gl'h+h'(,¢Gle+G2))
=§'(G1+1[G162+G2)'h

Satziiber das Volumen eines Pyramidenstumpfs
Fr das Volumen Vpyramidenstumpt €in€s Pyramidenstumpfs mit dem J
&

Grundflacheninhalt G;, dem Deckflacheninhalt G, und der Héhe h gilt:
1
VPyramidenstumpf = § : (Gl + V GG, + GZ) -h
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