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Sekundarstufen

Grundvorstellungen zum R TU:: Didck cer
° ° ° athemat
Gleichheitszeichen =

Grundvorstellungen zum

Gleichheitszeichen
als Vergleichszeichen

sin(x) = 3*
Aufgabe — Ergebnis Vergleich \ v J HJ

Term Term

Y
— Gleichung
Lernziel: =~

Erganzen um

6 26.01.2026  Roth, J. & vom Hofe, R. (2023). Verstandnisvoll lernen - Grundvorstellungen vernetzen und Verstandnisanker nutzen. Mathematik lehren, 236, 8-11. RPTU



Sekundarstufen

o R idaktik der
Grundvorstellungen zu Gleichungen STU n Mathematik

: o [ \ Grundvorstellungen
Gleichheitszeichen Grundvorstellungen v Gl e
zu Gleichungen sind

vernetzte Grund-

als Vergleichszeichen

vorstellungen.
Sie basieren auf
: Feststellen Erreichen
folgenden weiteren . . . . . .
UGt i Grt?ndvorstellungen einer Gleichheit einer Gleichheit
& vernetzen diese: : .
Gleichung als Gleichung als
m GV zum Gleich- : . 7
heitszeichen o
. Insetzungen

m GV zu Variablen 315=-216 aus der Grundmenge fir
m GV zu Termen a-(b+c)=ab+ac die die beteiligten Terme

wertgleich werden.

Roth, J. & vom Hofe, R. (2023). Verstandnisvoll lernen — Grundvorstellungen vernetzen und Verstandnisanker nutzen. Mathematik lehren, 236, 8-11. RPTlJ
7 26.01.2026  Hischer, H. (2021). Was ist eine Gleichung? GDM-Mitteilungen, 110, 65-72.



R Didaktik der

Grundvorstellungen zu Variablen TU| L % Mathematik

Variable treten in unterschiedlichen Kontexten auf und sind

mit verschiedenen Grundvorstellungen verbunden.

. . il
Unbestimmte bzw. allgemeine Zahl Belsple-_e
: . L : mx-0=0
Die Variable ist eine allgemeine Zahl, deren Wert
. . . . lVabeRa-b=b-a
nicht gegeben bzw. zunachst nicht von Interesse ist. '
m2x+1
Y
e [ 1 Unbekannte Beispiel
g . Die Variable ist ein Platzhalter fur eine Zahl, deren 2x +1 = 7 kann
\ Wert nicht bekannt ist, aber prinzipiell bestimmt wer- zu x = 3 bestimmt
7 . den kann, etwa durch regelgeleitete Umformungen. werden.
> Veranderliche
Die Variable ist eine Zahl oder Grol3e, die verschie- Beispiel
dene Werte aus einem festgelegten Bereich anneh- x—2x+1

men kann, also veranderlich ist.

8 26012026 Weigand, H-G. et al. (2022). Didaktik der Algebra. Berlin: Springer Spektrum, 35-37. RPTU



Sekundarstufen

R idaktik der
Grundvorstellungen (GV) zu Termen STU n Mathematik

GV: Term als Bauplan (cAVH

Terme werden bei der Bearbeitung der Frage Hat man unter Zuhilfenahme der Grundvor-
nach der mathematischen Struktur eines stellung ,Bauplan” einen Term flr ein Phano-
Phanomens oder eines Problems entwickelt. men bzw. eine Problemstellung aufgestellt,
Ein so entstandener Term kann also als dann mochte man ihn in aller Regel auch
mathematischer ,Bauplan” fir das Phano- dazu nutzen, wiederholte gleichartige Be-
men interpretiert werden. Aus diesem Term rechnungen fur verschiedene Werte schnell
ist schlief3lich die Struktur des Phanomens und einfach durchzufihren. Der Term wird
direkt ablesbar. also als , " gesehen.
Termumformungen sind in der dienen in der Betrach-
Betrachtungsweise dieser GV zulassige tungsweise dieser GV dazu,
Veranderungen des ,Bauplans”. von Zahlenwerten zu

Gleichheit von Termen meint in der Sicht- meint in der Sicht-
weise dieser GV eine Strukturgleichheit. weise dieser GV eine

Siller, H.-S. & Roth, J. (2016). Herausforderung Heterogenitat: Grundvorstellungen als Basis und Bezugsnorm - das Beispiel Terme. PM, 58(70), 2-8. RPle

26.01.2026  Roth, J. & vom Hofe, R. (2023). Verstandnisvoll lernen - Grundvorstellungen vernetzen und Verstandnisanker nutzen. Mathematik lehren, 236, 6-9.



oo ° R Didaktik der
Verstandnisanker P1'u n Mth“mnk

Verstandnisanker Beispiel

Prototypische Situation zum Ausbilden = Ein méglicher Verstandnisanker fir
von Grundvorstellungen & einem Erklarungs- Grundvorstellungen zu Gleichun-
kontext zu einem mathematischen Sachverhalt. gen kann das Streifenmodell sein.

m Zwei gleich lange (Papier-) Streifen
Eine eignet sich als Verstandnisanker, wenn stehen jeweils fir den Wert des
sie leicht durchschaut werden kann und Terms auf der linken bzw. rechten

alle fur ein Verstandnis wesentlichen Strukturele- Seite der Gleichung 4x + 3 = 2x + 7.
mente vorkommen und gedeutet werden kdnnen. xX=4:2=2

Lernende konnen in neuen Situationen, in denen der
mathematische Sachverhalt eine Rolle spielt, durch
Analogiebildung zum Verstandnisanker, passende
Grundvorstellungen aktivieren.

10 26.01.2026  Roth, J. & vom Hofe, R. (2023). Verstandnisvoll lernen - Grundvorstellungen vernetzen und Verstandnisanker nutzen. Mathematik lehren, 236, 6-9.
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Didaktik der

Gleichungen als Werkzeuge und Objekte RPTlJ::: Mathematik

Sekundarstufen

zum Formulieren von Beziehungen zwischen mathema-

y tischen Objekten (z. B. Zahlen, Grolden, Funktionen),
X o | zum Ausdrucken von Eigenschaften,
A 2 +3 =75 | zum Formulieren und Losen von Problemen.
. —
K S5kg+2kg=7kg

' sin(x)? + cos(x)? =1

Untersuchung von Gleichungstypen
a-(b+c)=ab+ac | Existenz von Lésungen

Bestimmung von Losungen

Logik
Gleichungen ohne Variable — Aussagen
Gleichungen mit Variablen — Aussageformen

12 26.01.2026 RPTU



R Didaktik der

Begriffe rund um Gleichungen TU| L T Mathemati

__w Begriffe werden bendtigt, um

m Uber Gleichungen zu reden,
Aussagen

24+3=5 (wahr)
2 + 3 = 6 (falsch)

m Regeln zu formulieren und
m Ergebnisse zu interpretieren.

Aussageformenin R Begriffe zur Beschreibung von Gleichungen
2+x=5 (erfillbar) m Variable
W x+x=2x (allgemeingiltig) m Term
\kT x+1=x+2 (unerfillbar) F = Gleichung
" — = Aussage
. Formulierung, die entweder wahr oder falsch ist.
K\ ﬂ = Aussageform
Formulierung, die beim Einsetzen eine Aussage ergibt.

s A

26.012026 RPTU
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o o Didaktik der
Begriffe rund um Gleichungen STU & & v
Beschreibung von Losungen .

o Gewinnumformung
m Grundmenge G Vorrat fiir Einsetzungen.
. El t der Grund , das bei x+1l=x—-1=>L=13
. Losung clementde Gruncmenge, dos b v > L=03)
u Lésungsmenge IL Menge aller Losungen. Vx+1=x-1 |
x+1=x*—-2x+1|—(x+1)
Beschreibung des Losungsverhaltens X2 —3x =0

(bzgl. einer bestimmten Grundmenge G!)

x-(x—3)=0=1L = {0;3}

m erfullbare Aussageform L # {}
m unerflllbare Aussageform L ={}
m allgemeingultige Aussageform L =

Verlustumformung

x> +2x=0=L={-2;0}

x2+2x=0]:x
x+2=0=>0L={-2}

Beschreibung von Umformungsarten
m Aquivalenzumformung (z.B.|+x,|—3,]-4,]:5)
m Gewinnumformung (z.B.]%,| - x)

m Verlustumformung (z.B. [V ,|:x)
14 26.01.2026 RPTU



° ° ° ° R Didaktik der
Umgang mit Gleichungen im Unterricht STV & eenerk
Gleichungen vernetzt lernen Naherungslosungen akzeptieren
m Gleichungen nichtisoliert behandeln m Furalle praktischen Zwecke
m Einbinden in zentrale Themen wie ausreichend genau
Zahlen, Funktionen, Grolden, m Auch bei sehr
Geometrie und Sachbezlge komplizierten
Gleichungen
Einsichtig mit Gleichungen umgehen anwendbar
m Uberbetonung des Ubens fiihrt leicht zu = Die Regel bei
mechanischem Umformen ohne Einsicht. Problemlésungen
m Deshalb: Umformungen begrinden und in Wirtschaft
Losungen kritisch kontrollieren (lassen) und Technik

15 26.01.2026 RPTU
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Methoden zur Losung von Gleichungen

m Losungsstrategien fur einfache Gleichungen 7}
m Streifenmethode Y}

m Systematisches Probieren 7%

m Graphische Losungsverfahren "%

= Numerisch-iterative Losungsverfahren 7%

m Gegenoperatoren 7}

m Aquivalenzumformungen 7}

m Loésungsformeln anwenden 7%

26.01.2026
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sin(x) = 3*

2x°+3x+5=0

~

v
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Didaktik der
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Methoden zur Losung von Gleichungen

P

= Losungsstrategien fiir einfache Gleichungen 4 )
sin(x) = 3*

2x°+3x+5=0

\_ J

18 26.01.2026



Sekundarstufen

Losungsstrategien R n Didaktik der
oo o o TU Mathematik
fur einfache Gleichungen P

26 + x = 107 26 + x = 107 26 + x = 107
24+x =5 26+ x =26+ 81 107 — 26 = x
2+3=5 81 = x

also also also

26 + 81 = 107 x =81 x =81

19  26.01.2026 RPTU



Grundschule:
Umkehr- und Tauschaufgaben

R
s
P

26 + x =

Umkehr-

aufgabe

20 26.01.2026  https://fraulocke-grundschultante.de/material/ Tausch-undUmkehraufgabenim20er_ohneZU.pdf @

Tauschaufgabe
Tauschaufgabe

€«
=T

x4+ 26 =

Umkehr-

aufgabe
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Sekundarstufen

Grundschule: R Tunﬁﬂi‘ii‘ﬁfﬁﬁﬁﬁ
Umkehr- und Tauschaufgaben P

Aufgabenformat

Es werden drei Zahlen vorgegeben.
Die Lernenden sollen mit diesen vier
Gleichungen aufschreiben und Uber-

prifen, ob sie jeweils wahre Aussagen
ergeben.

21 26.01.2026 https://fraqucke—grundschuItante.de/materiaI/Tausch—undUmkehraufgabenim20er_ohneZU.pdf@ RPTU
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-

m Streifenmethode Sin(x) — 3x

~

2x°+3x+5=0

\_ J

22 26.01.2026



Didaktik der

Streifenmethode fir lineare Gleichungen RPTUn Mathemati

Sekundarstufen

23

3x+7 =16

26.01.2026
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A
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| |
| |
| |
| |
X X X
- 4
x=9:3=3

RPTU
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4x +3 =2x+ 7

24 26.01.2026 RPTU
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Methoden zur Losung von Gleichungen 5

4 h

sin(x) = 3*

= Systematisches Probieren

2x°+3x+5=0

\_ J

25 26.01.2026
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Systematisches Probieren PTU
X x3+x2-1
0 —1
1 1
05 —0.625
08 0125
3 2 0,7 —0,167
X" T X 1 0.75 —0,015625
077 0049433
0.76 0016576
0,755 0.0003939
0,753 —0,006033
0,754 —0,002823

26

26.01.2026
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Methoden zur Losung von Gleichungen 5

4 h

sin(x) = 3*

= Graphische Losungsverfahren

2x°+3x+5=0

\_ J

27 26.01.2026



Graphische Losungsverfahren

R Didaktik der
Mathematik

x2+4+2x—-—5=0

28

Yi=hz+ ki~ 5[}
W=1.4893617 IV=.19692167

26.01.2026

Ti=nz+2kn-L

n=1.489z81"7

VE=-gkne+k

¥=.18989:167

N

. F - i
_I_I_I.I..I_I_I_I_I_l

T=1.3:8170E

x2+2x—5=0

x-Koordinaten der Schnittpunkte
des zum (Funktions-)Term

x* + 2x — 5 gehorenden Graphen
mit der x-Achse

2=-2x+5

x-Koordinaten der Schnittpunkte
der zu den (Funktions-)Termen x?
und - 2x + 5 gehorenden Graphen

RPTU



Graphische Losungsverfahren

o

g(x) 425 —2

N

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

x? + 2z — 2 = sin(2z + 3)

2 3

Abramovich (2014): One-Variable Equations and Inequalities: Computational Experiment and Formal Demonstration. In: Computational Experiment RPle

29 26.01.2026  Approach to Advanced Secondary Mathematics Curriculum. Dordrecht: Springer, p. 25-36.

https://www.geogebra.org/m/Hw8m75hu
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Sekundarstufen

o oo R idaktik der
Graphische Losungsverfahren PTUn Miathemati

sin(2x +3) = x% +2x—2

g(x)

N

2+ 21— 2 | c

30

26.01.2026

sin(2x+3)—-(x*+2x—-2)=0

2 | a | "
Abramovich (2014): One-Variable Equations and Inequalities: Computational Experiment and Formal Demonstration. In: Computational Experiment

Approach to Advanced Secondary Mathematics Curriculum. Dordrecht: Springer, p. 25-36. https://www.geogebra.org/m/Hw8m75hu O RPTU
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o oo R idaktik der
Graphische Losungsverfahren STU n Miathematik

Sekundarstufen

x? +2x —2 <sin(2x + 3)

Auch Ungleichungen lassen

sich graphisch losen!

Abramovich (2014): One-Variable Equations and Inequalities: Computational Experiment and Formal Demonstration. In: Computational Experiment RPle
31 26.01.2026  Approach to Advanced Secondary Mathematics Curriculum. Dordrecht: Springer, p. 25-36. https://www.geogebra.org/m/Hw8m75hu Q
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o oo R idaktik der
Graphische Losungsverfahren TU Mathe

Mathematik
P Sekundarstufen

Aufgabe
Gibt es zur Gleichung x* =

I

neben den graphisch sichtbaren
Losungen noch weitere?
Begrunden Sie |hre Antwort!
h(x) 2
R
4 35 3 25 -2 -15 -1 050| 05 1 15 2 25 3 35 4

-0.5

32 26.01.2026

Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und férdern. Mathematik lehren, 226, 2-9.  https://www.geogebra.org/m/NVuSuDpC Q RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/NVuSuDpC

R

Didaktik der
TU | Mathematik
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4 h

sin(x) = 3*

= Numerisch-iterative Losungsverfahren

2x°+3x+5=0

\_ J

33  26.01.2026
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Numerisch-iterative Losungsverfahren PTlJ::: Mathemati

Sekundarstufen

1,5* = 3 - cos(x)

1,5* 3-cos(x) T,(x)-T,(x)

-6 | 0,0878| 2,8805 —2,7927 Algorithmus
=9 | Gy Lo W UEE Wertetabelle fur ein Intervall berechnen
—4 | 0,1975| —1,9609 2,1585 » :
2 | 02963 5 9700 3 27663 . Teilintervall auswahlen,
‘ ‘ ‘ das eine Losung enthalt
| 2 | 04444| —1,2484 1,6929 N .
"1 | 0,6667 1 6209 ~0,9542 . Teilintervall spreizen und
neue Wertetabelle berechnen
0 1,0000 3,0000 —2,0000 . .
1 1.5000 16209 —0,1209 : V\{led?rholen von 2. und 3.. bis
die Losung genau genug ist
2 2,2500| —1,2484 3,4984
3 3,3750 | —2,9700 6,3450
4 50625 | —1,9609 7,0234

34  26.01.2026  https://juergen-roth.de/skripte/did_algebra/excel/numerisch_iterative_loesungsverfahren.xls RPTU
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Numerisch-iterative Losungsverfahren

35

Didaktik der
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1,5* 3-cos(x) T,(x)-T,(x)
—-2,0 | 0,4444 | —1,2484 1,6929
—-1,9 | 0,4628 | —-0,9699 1,4327
-1,8 | 0,4820| —-0,6816 1,1636
-1,7 | 0,5019| -0,3865 0,8885
-1,6 | 0,5227 | —0,0876 0,6103
-1,5 | 0,5443 0,2122 0,3321
—-1,4 | 0,5669 0,5099 0,0570
-1,3 | 0,5903 0,8025 —0,2122
—-1,2 | 0,6147 1,0871 —0,4723
—-1,1 | 0,6402 1,3608 —0,7206
—1,0 | 0,6667 1,6209 —0,9542

1,5* 3-cos(x) T,(x)-T,(x)

-1,40 | 0,5669 | 0,5099 0,0570

-1,39 | 0,5692 | 0,5394 0,0297

—-1,38 | 0,5715| 0,5689 0,0025

-1,37 | 0,5738 | 0,5983 —0,0246
-1,36 | 0,5761 | 0,6277 —0,0516
-1,35 | 0,5785| 0,6570 —0,0786
—-1,34 | 0,5808| 0,6863 —0,1054
-1,33 | 0,5832| 0,7154 —0,1323
-1,32 | 0,5855| 0,7445 —0,1590
—-1,31 | 0,5879| 0,7736 —0,1856
-1,30 | 0,5903 | 0,8025 —0,2122

26.01.2026

https://juergen-roth.de/skripte/did_algebra/excel/numerisch_iterative_loesungsverfahren.xls

RPTU
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Numerisch-iterative Losungsverfahren... PTlJ::: Mathematik

Sekundarstufen

liefern beliebig viele Dezimalstellen einer Losung.

liefern Losungen nicht als geschlossene Terme, sondern
als abbrechende Dezimalbrlche vorgegebener Lange.

liefern nur Losungen aus einem endlichen Startintervall.
funktionieren nicht, wenn die Gleichung von Parametern abhangt.
beantworten nicht die Frage nach allen Losungen einer Gleichung.
genugen fur die meisten praktischen Anwendungen.

werden interaktiv vom Benutzer gesteuert.

Rechenpraxis: Automatisch ablaufende Verfahren.
Probleme: Startintervall, Konvergenzgeschwindigkeit, ...

36  26.01.2026
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Methoden zur Losung von Gleichungen

P

4 h

sin(x) = 3*

m Gegenoperatoren

2x°+3x+5=0

\_ J

37 26.01.2026



Gegenoperatoren - R n Didaktik der
°° o TU Mathematik
Aquivalenzumformung P

Sekundarstufen

x-3+4=19
X —@—> x-3 @ x-3+4
xX=25

38 26.01.2026 RPTU



Sekundarstufen

Gegenoperatoren - R n Didaktik der
°° o TU Mathematik
Aquivalenzumformung P

x-3+4=19
x:-3+4=19
X —@—> x-3 @ x-3+4 —4 —4
5 4—@— 15 19 + 3 +3
x =25
X=25

39  26.01.2026 RPTU
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Methoden zur Losung von Gleichungen 5

4 h

sin(x) = 3*

= Aquivalenzumformungen 2x2 +3x+5=0
\_

v
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R Didaktik der

Aquivalenzumformungen im Waagemodell STU & & v

2x+1=3
\ﬂ\\\/

1 kg auf beiden
Seiten wegnehmen.

y A '.
‘xx 0 0

2x+1=3
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R Didaktik der

Aquivalenzumformungen im Waagemodell STU & & v

2x+1=3

1 kg auf beiden
Seiten wegnehmen.

2x =2

Massen auf beiden
Seiten halbieren.
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R Didaktik der

Aquivalenzumformungen im Waagemodell STU & & v

2x+1=3

1 kg auf beiden
Seiten wegnehmen.

2x =2

Massen auf beiden
Seiten halbieren.
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R Didaktik der

Aquivalenzumformungen im Waagemodell STU & & v

Waagemodell

m lasst sich in einfachen
Fallen gut zur Veran-
schaulichung nutzen.

ist, wie jedes Modell,
nur begrenzt nutzbar!

4 (vgl. etwa negative Zahlen,
irrationale Zahlen,
schwierig bei Bruchzahlen,

e ——— Division, Multiplikation, ...)

44 26.01.2026  https://polypad.amplify.com/p/qw4gP8vitcLHBw @ RPTU
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Aquivalenzumformungen im
Modell der Zahlengeraden

45

26.01.2026

8x —3

8x -3 =-7

+ 3

+ 3

R
s
P

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

RPTU



Sekundarstufen

.o . R Didaktik der
Aquwalenzumformungen PTU::: Mathematik

8x+2—-3x+5=17

Zusammenfassen:
5x+7 =17

Beidseitig 7 subtrahieren:
S5x+7=17 |—7
5x =10
Beidseitig durch 5 dividieren:
5x =10 |: 5

X =2
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Sekundarstufen

Aquivalenzumformungen: R Tunmd?ﬁﬁkdﬂ
Umformungsregeln P

Eine Umformung einer Gleichung ist eine

, wenn sich die
dabei

a=>b istaquivalentzu a+c=b+c

a=>b istaquivalentzu a—c=b—c

f C A a=>b istfurc # 0aquivalentzu a-c=b-c

y

a=>b istfurc # 0aquivalentzu a:c=b:c

y |
. -
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Didaktik der
TU | Mathematik

Methoden zur Losung von Gleichungen 5

4 h

sin(x) = 3*

2x°+3x+5=0

= Losungsformeln anwenden \ )
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R Didaktik der

Anwenden von Losungsformeln STV & eenerk
ax’ +bx+c=0 Keine Losung Eine Losung Zwei Losungen
_p+vVbhZ—2ac
x = b+2ba e b* —4ac < 0 b* —4ac =0 b%* —4ac > 0
oder
__ —b-Vb?—-4ac
= 2a

x*+px+q=0

4 ] 1 2 3 4 5

AR (O

oder E

e=t- ) -0 | (5) ~a<o

49  26.01.2026  https://www.geogebra.org/m/aweusgha Q
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Didaktik der

® (4 o0 R
Quadratische Gleichungen: Losungsformel STV & e

Grundsatzliches
m Jede quadratische Gleichung lasst sich in folgender Form schreiben: 9

a-x*+b-x+c=0 -
Dabei gilt a # 0, da die Gleichung sonst nicht quadratisch ist.

m Die Gleichung muss so umgeformt werden, dass nur ein
quadratisches ,x-Glied” vorkommt, aber kein zusatzliches
lineares. W W E

m lIdee: Anwendung der ,Plusformel”/1. Binomischen Formel

(a + b)* = a* + 2ab + b? /\

m Um die binomische Formel von rechts nach links
anwenden zu konnen, muss der Summenterm
quadratisch erganzt werden. s e
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o o oo R idaktik der
Quadratische Gleichungen: Losungsformel PTUn Mathematik

Sekundarstufen

51

ax?® + bx + c

26.01.2026

=0

ra mita#0  q Binomische Formel (Plusformel)
c

_- a® + 2ab + b? = (a + b)?
a

b 2
+ <%> Quadratische Erganzung

Binomische Formel anwenden

RPTU



Didaktik der

Quadratische Gleichungen: Losungsformel RPTlJ::: Mathemati

Sekundarstufen

52

2 2
b b C
x+—| =|—| —— Quadrat auf der rechten Seite auflosen
2a 2a a
b\> b2 ¢ | | |
X+—=| =——5—= Rechte Seite auf einen Bruch bringen
2a 4a a

+b 2_b2—4ac ‘
x 2a]  4a? v

Die Wurzel darf nur gezogen werden, wenn gilt: b% — 4ac > 0

N b\’ 3 b?% — 4ac
X 2a] 4q?
Wegen VxZ = |x] folgt:

N b Vb2 — 4qc
Xt 2lal

26.01.2026 RPTU



Didaktik der

Quadratische Gleichungen: Losungsformel STV & eenerk
. b| +b?-—4ac
24| T 20
Hier sind genau genommen vier Fallunterscheidungen notwendig,
von denen aber jeweils zwei zusammenfallen. Damit ergibt sich:
b Vb2 —4ac b
X+—= falls x+—>0/\a>0 x+—<0/\a<0
2a 2a
= <
b Vb2 — 4ac
X+—=-— falls x+—<0Aa>0 \% x+—>0/\a<0
L 2a 2a
—b + Vb2 — 4ac
X = 5 falls x+—>OAa>0 \% x+—<0/\a<0
= < ¢
—b —Vb?% — 4ac
X = o falls +—<0/\a>0 Vv x+—>0/\a<0

RPTU
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Didaktik der

® (4 (X} R
Quadratische Gleichungen: Losungsformel STV & e

Satz von Vieta: Beieiner quadratischen Gleichung x? + px + g = 0 qilt fur

die Parameter p, q und die Losungen x4, x, der Gleichung: Beispiel:

x2—=5x+6=0
p=—(x1+x) und q=x;-x;
Beweis: (x—x1) - (x—x,)=0
Ausmultiplizieren liefert:
X2 —Xx "Xy —X+X +X1-%x,=0

Anwenden eines Distributivgesetzes liefert:

x2—x-(x+x)+x;-%x,=0

Zweimal ein Kommutativgesetz anwenden liefert:
x2—(x;+x3) x+x1-%,=0
Koeffizientenvergleich mit x? + px + q = 0 ergibt:

p=—(x;+x,) und qg=x; %, n
54  26.01.2026 RPTU
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Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

Kapitel 2: Gleichungen

4.1 Grundvorstellungen
zu Gleichungen

4.2 Aspekte beim Umgang
mit Gleichungen

4.3 Methoden zum Losen
von Gleichungen

4.4 Lineare Gleichungssysteme
mit zwei Variablen

4.5 Gleichungenin der Sek. |

juergen-roth.de/lehre/didaktik-der-algebra/ RPTU
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Didaktik der

Glnstigster Handy-Tarif Mathematik

Tarif 1: Geringe Grundgeblihr

m Monatliche Grundgebuhr: g, = 1,00 €

m Preis pro Einheit, ,Minutenpreis”: m,; = 0,15 €

m Telefoneinheiten (Minuten): X

m Monatliche Kosten: ki(x)=my -x+ g4

Monatliche Grundgebuhr: g, = 2,50 €

Preis pro Einheit, ,Minutenpreis”: m, = 0,05 €
Telefoneinheiten (Minuten): X
Monatliche Kosten: ko(x) =m, -x+ g,

Aufgabe: Ab wie vielen Telefoneinheiten ist Tarif 2 gunstiger?
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. . o R Didaktik deL
Gunstigster Handy-Tarif PTlJ::: Mathemat

Sekundarstufen

V7 ki:y = 0,15-X + 1,00
6
5
k2: y = 0,05-X + 2,50
4

S (15 3,25)

X
10 20 30 40 5O 60 70 80 QO 100 110 120
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Gunstigster Handy-Tarif

R Didaktik der
TU | | Mathematik

58

Gesucht
ist ein Paar (x|y), das die Gleichungen

() y=015-x+ 1
() ¥y =0,05-x+ 2,5

gleichzeitig erfullt, also eine Losung fur
dieses lineare Gleichungssystem
darstellt.

26.01.2026

Losungsverfahren (Sek. )
fur lineare Gleichungssysteme mit zwei Glei-
chungen und zwei Variablen (Unbekannten):

m Gleichsetzungsverfahren
m Additionsverfahren
m Einsetzungsverfahren

Ziel

Eliminieren einer Variablen, um zu einer
Gleichung mit einer Unbekannten zu
kommen, die einfach gelost werden kann.

RPTU



Gunstigster Handy-Tarif

Didaktik der

I =0,15-x+1
() Y x Mathematik

() y = 0,05-x + 2,5 TU|

Gleichsetzungsverfahren
m Gleichsetzen von () und (Il) liefert:
015-x+1=0,05-x+25|-005-x |-1
01-x=15 - 10
x =15
m Einsetzenin (ll) liefert:
y=20,05-15+4+2,5
=0,75+2,5
= 3,25

m Losung: Das geordnete Paar (15]3,25).

59  26.01.2026

Additionsverfahren

m Subtraktion der Gleichung (ll) von der
Gleichung (1), also () - (II), liefert:

0=01-x—15 |[+1,5
1,5=0,1-x |- 10
15 =x

m Einsetzenin (ll) liefert:
y =0,05-15+ 2,5
= 0,75+ 2,5
= 3,25
m Losung: Das geordnete Paar (15]|3,25).

RPTU



oo o o | =0,15-x+1 R Didaktik der
Gunstigster Handy-Tarif E”>> 008 x4 28 TU| L Mathematk

Einsetzungsverfahren

m Auflosen der Gleichung (II) nach x liefert: y =3y —6,5 |—y |[+6,5
y=005-x+25 |-25 6,5 = 2y |: 2
_ 5 . 5 _
y_Z’S_E'x |,ﬁ | 3,25. y |
20-(y—2,5) =x m Einsetzenin (ll) liefert:
m Einsetzenin (I) liefert: 3,25=0,05-x+2,5 |=2,5
15 0,75 = — - x |+ 5
y=m-[20-(y—2,5)]+1 ! 100 10
y=3-(y—25+1 15 =x
y=3y—75+1 m Losung: Das geordnete Paar (15]|3,25).

RPTU
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R Didaktik der

Losungen linearer Gleichungssysteme STU) & & v
satz Bemerkung

61

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem:
a,x + by = ¢4
a,x + b,y = ¢,
Die zugehorige Losungsmenge ist entweder
m leer,
m ein geordnetes Zahlenpaar (x|y) oder

m eine unendliche Menge von Zahlenpaaren.

26.01.2026

Graphisch interpretiert entsprechen

diese drei Falle genau den moglichen

Lagebeziehungen der beiden durch
a,;x + by = ¢4

und

a,x + b,y = ¢,

gegebenen Geraden.

RPTU



R Didaktik der

Losungen linearer Gleichungssysteme TU| L T Mothemati

g2:Yy =0,05"X + 2,5

Die Losungsmenge ist leer, wenn die

Geraden echt parallel zueinander sind.

\

X

-40 )9/20 10 10 20 3'0 4'0 5'0 60 7'0 80
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R Didaktik der

Losungen linearer Gleichungssysteme RUPOU
Y17
6
5
Die Losungsmenge ist ein geordnetes g1y =0,05*X + 2,5
Paar (ein Punkt), wenn die Geraden sich 4

schneiden.

/| :

-40 30 -20 }x{ 10 20 30 4'0 50 60 70 80
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R Didaktik der

Losungen linearer Gleichungssysteme TU| L T Mothemati

g, :Y=0,05"X + 2,5

Die Losungsmenge ist eine unendliche

Menge von geordneten Zahlenpaaren
gi1:y=0,05"X + 2,5

(alle Punkte der Geraden), wenn die
Geraden identisch sind.

X

-40 -30 20 -10 10 20 3'0 4'0 5'0 60 7'0 80

RPTU
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Sekundarstufen

Schokolade und lineares R n Didaktik der
: TU Miathematik
Gleichungssystem P

NS TR TSP Y T — — — - .
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Technische Universitat
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Landau

Kapitel 2: Gleichungen

4.1 Grundvorstellungen
zu Gleichungen

4.2 Aspekte beim Umgang
mit Gleichungen

4.3 Methoden zum Losen
von Gleichungen

4.4 Lineare Gleichungssysteme
mit zwel Variablen

\

A H 45 Gleichungen in der Sek. |
Ry RE T
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Didaktik der

Gleichungen in der Sekundarstufe | Miathematik

Orientierungsstufe a ™\
m Einfache Gleichungen (mit einer Variablen) losen

7./8.Klasse :

m Wertetabellen zu Termen; Grundmenge (ggf. Definitionsmenge) Sln(x) = 3%

s Aquivalenz von Termen und von Gleichungen bzw.
Ungleichungen; Grundmenge (ggf. Definitionsmenge)

m Gleichungen und Ungleichungen uber verschiedenen
Grundmengen, Losungsmenge, Intervalle

m Aquivalenzumformungen (AU) bei Gleichungen und
Ungleichungender Formax + b =c¢ sz +3x4+5=0

m Sachaufgaben (SA) (auch offene Aufgaben, Aufgabenvariation)

m Proportionalitat: fehlende GrolRen berechnen,
Sachaufgaben, grafische Losungsverfahren \ v
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Gleichungen in der Sekundarstufe |

7./8.Klasse (Fortsetzung)
m Lineare Gleichungen und Ungleichungen mit einer Variablen
m Textaufgaben; Losen ggf. mithilfe einer Text-Term-Tabelle

m A-Verknupfung bzw. v-Verknupfung von
linearen Gleichungen bzw. Ungleichungen

m Einfache Bruchgleichungen mit einer Variablen

m Relation und Umkehrrelation: Zusammenhang zwischen
deren Gleichungen bzw. Ungleichungen; Umkehrfunktion

m Funktionen mit Gleichungen folgender Form:
y=m-x bzw. y=m-x+t
m Lineare Ungleichungen mit zwei Variablen

m Einfache Bruchgleichungen mit einer Variablen
Ti(x) _ Tzs(x)
T2(x)  Ta(x)

68  26.01.2026
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-

sin(x) = 3*

2x°+3x+5=0

J




Didaktik der

Gleichungen in der Sekundarstufe | Miathematik

9./10. Klasse

m Systeme linearer Gleichungen mit zwei Variablen

o grafische und algebraische Losung (Gleichsetzungsverfahren,
Einsetzungsverfahren, Additionsverfahren); sin(x) — 3X

0 geometrischen Problemstellungen algebraisch losen

m Systeme linearer Ungleichungen mit zwei Variablen
o grafische Losung

= quadratische Gleichungen

o grafische Losung, Losen mit quadratischer Erganzung,
Losungsformel; Diskriminante und Losbarkeit

2 —
o quadratische Gleichungen mit Parametern; Satz des Vieta 2x“+3x+5=0
mit Anwendungen; quadratische Ungleichungen

= einfache Wurzelgleichungen
o Beachtung der Definitionsmenge; Aquivalenzumformungen U >
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Gleichungen in der Sekundarstufe | Miathematik

9./10. Klasse (Fortsetzung)

m Berechnen der Koordinaten der

Schnittpunkte von Funktionsgraphen
(maximal quadratische Bestimmungsgleichungen
mit maximal einem Parameter)

sin(x) = 3*

= Tangentialprobleme und Diskriminante

m Gleichungender Forma - b**“+d =0

2x°+3x+5=0

= Trigonometrische Gleichungen

-

J
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Prof. Dr. Jirgen Roth

RPTU
Rheinland-Pfalzische Technische Universitat

Kaiserslautern-Landau
Didaktik der Mathematik (Sekundarstufen)
Fortstralse 7, 76829 Landau

j.roth@rptu.de

juergen-roth.de
dms.nuw.rptu.de
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