Vorlesung 1

Formelsammlung zur Klausur

Grundlagen der Algebra und elementaren Zahlentheorie im Modul 4b

(Satz 1.2.1

Schneiden sich zwei Geraden a und b im

~

Punkt Z unter einem Zwischenwinkel 2(b, a)
mit |[£(b,a)| = a, dann folgt: s, 05, = dz,4

(
Definition 1.3.1

m Eine binare, innere Verknuipfung o
weist jeweils zwei Elementen x und y
einer Menge M ein Element z aus
derselben Menge M zu:

Xoy =12
m Eine binare Operation kann man auch

~

als Funktion auf der Menge M x M aller
Paare (x,y) mit x und y aus M auffassen.

OMXM*M,(X;}’)'_)°(xry)

m Eine Menge M zusammen mit einer
Operation o bezeichnet man auch als
algebraische Struktur (M,o).

» Eigenschaftskatalog

> Fir jede Operation kann man fragen,
welche Eigenschaften sie besitzt.

> Zu den méglichen Eigenschaften
gehdren die vom Operieren mit
Zahlen vertrauten Eigenschaften.

» Allgemeine Eigenschaften

> Kommutativitat: Vapbem acb=hboa

> Assoziativitat:

Yabcem (@aeb)oc=ao(boc)

» Eigenschaften spezieller Elemente

> Neutrale Elemente:
> Involutorische Elemente:

Vaem acid =a
aoa=1id

» Vereinfachende Schreibweisen
D> aocboc=(acb)oc=ac(boc)
wenn das Assoziativgesetz gilt

D a":=aoao--0qa
N——————
n mal

» Bei mehreren Operationen
> Sind fur eine Menge mehrere Operatio-
nen definiert, kann man untersuchen, ob

diese Operationen auf bestimmte Weise
miteinander verbunden sind.

> Distributivitat:
Vapeem (@*b)eoc=(aoc)*(boc)

> Binomische Formel:
Vapem (a*b)? = (axb)o(ax*b)
=a?x(aob)*(boa)x*h?

1von7



Vorlesung 2

-
Definition 2.1.1
i i i i ; Abstand
o Eg]:ngeeﬂzgnftr{l(s;@e) |chlgyureFRl}st eine Menge von Punkten der Abstand |5 — 4| der Punkte A und B:
- ) ] . _ - - 2 — 2
Eine Figur F ist demnach eine Teilmenge der Ebene: F € R? 1B = Al = Vxp = x0)% + 0 = 72)
B = (xp,¥5)

m Kongruenzabbildungen (Isometrien) der Ebene R? auf sich,
sind die Abbildungen ¢, die die Abstande zwischen Punkten
der Ebene und damit die Form aller Figuren nicht verandern.

Isom(R?) := {@:R? > R?| ¥,y gepz |9(B) — @ (A)| = |B — Al}

A= (x4,52)

m Eine Kongruenzabbildung ¢, die eine Figur F mit sich selbst zur Deckung bringt,
fir die also gilt ¢(F) = F, heil’t Deckabbildung oder Symmetrieabbildung von F.

m Eine Figur heilt genau dann symmetrisch, wenn sie mindestens
eine von der |dentitat verschiedene Deckabbildung besitzt.

m Die Menge Gy = {9 € Isom(R?)| ¢(F) = F} aller Deckabbildungen
einer Figur F wird als Symmetrie der Figur F bezeichnet.

- R

Definition 2.1.2: Gruppe

Eine Menge G zusammen mit einer binaren Operation o heil3t Gruppe (G,0),
wenn die binare Operation folgende Eigenschaften aufweist:

(GO) Vapegacob€G (Abgeschlossenheit)

(G1) Vgpcegace(boc)=(aeb)oc (Assoziativitat)

(G2) 3FpeqVaegace=eca=a (Existenz eines neutralen Elements)
X (G3) VaegIg-iegacal=aloa=e (Existenzinverser Elemente) |

» Bemerkung: Bei regularen n-Ecken mit
D> geradzahligem n treten zwei Arten von Symmetrieachsen auf:
> % Symmetrieachsen durch gegeniiberliegende Eckpunkte,

> % Symmetrieachsen durch gegeniiberliegende Seitenmitten.

B> ungeradzahligem n gibt es nur eine Art von Symmetrieachsen:

> Alle n Symmetrieachsen verlaufen durch einen Eckpunkt
und die gegenlberliegende Seitenmitte.

(s

atz 2.1.1: Deckabbildungen des regularen n-Ecks mit Mittelpunkt M
Jedes regulare n-Eck ist n-fach drehsymmetrisch und n-fach achsensymmetrisch. Es gibt
genau n Deckdrehungen um M mit den Drehwinkeln k - a = % 360°, wobei 0 < k < nist und
genau n Deckspiegelungen, wobei der Schnittwinkel zwischen zwei Symmetrieachsen ein
Vielfaches von % - 180° ist.

(Satz 2.1.2: Verkettung von Drehungen um dasselbe Zentrum A

Die Verkettung zweier Drehungen d;, und d g um dasselbe
Zentrum Z ist eine Drehung um Z mit dem Drehwinkel a + £.

Kurz: dZ,ﬁ o dZ,a = dz’a_}_ﬁ

V.

Satz 2.1.3: Gruppe der Drehungen um ein festes Zentrum

Die Menge der Drehungen um ein festes Zentrum Z bildet
bezuglich der Verkettung eine kommutative Gruppe.

~N
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Satz 2.1.4: Gruppe der Drehungen und Spiegelungen

Die Menge der Drehungen um ein festes Zentrum Z und aller Spiegelungen an
Geraden durch Z bildet bezlglich der Verkettung eine nicht-kommutative Gruppe.

(Definition 2.1.3 )

m Die Gruppe der Deckabbildungen eines regularen
n-Ecks heil’t Diedergruppe D,,.

m Die zyklische Gruppe der Deckdrehungen eines
N regularen n-Ecks heildt zyklische Drehgruppe Z,,.

J

-
Satz 2.1.5
m Die Diedergruppe D,, enthalt 2n Elemente:
o n Drehungen um Vielfache von %OO um den Mittelpunkt M des
regularen n-Ecks, die man als id, d, d?, ..., d" ! schreiben kann.
O n Spiegelungen sy, ..., s;,.
m Fir Drehungen gilt: d' o d* = d'** (bzw. d' o d¥ = d"** " falls i + k > n)
m Fir Spiegelungen gilt: (s))? =s;0s;,=id

L m Die Diedergruppe D, ist fur n > 3 nicht kommutativ, denn s; o d # d o s;.
J

Satz 2.1.6: Symmetrische Figuren

Jede Figur mit endlichen vielen Symmetrien hat als Symmetriegruppe
entweder eine zyklische Drehgruppe Z,, oder eine Diedergruppe D,,.

Bemerkung: Es gilt:
D> dFfs = sd™k (%)
D (aob)™t=b7loa 1(xx)

(Definition 2.2.1: Untergruppe

m Sei (G,°) eine Gruppe. Wenn eine Teilmenge U der Menge G (U € G) zusammen mit der
Verknlpfung o der Gruppe (G,°) wieder eine Gruppe (U,°) bildet, dann nennt man U eine
Untergruppe von G und schreibt: U<G

m Das ,<"-Zeichen statt des ,C" bedeutet, dass nicht nur die Mengen ineinander liegen, son-dern
mit derselben Verknupfung o auch die Gruppenkriterien Abgeschlossenheit, Assoziati-vitat,
Existenz eines neutralen Elements und Existenz von inversen Elementen erflllt sind.

m Die triviale Gruppe E = {id} und die Gruppe G selbst, sind immer Untergruppen von G.

m Die Schnittmenge von zwei Untergruppe H und I einer Gruppe G ist Untergruppe beider
Gruppen: HSGAI<SG=HNI<HANHNI<I
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Satz 2.2.1: Untergruppenkriterium

Ist U eine nichtleere Teilmenge der Gruppe (G,°),
giltalso U € G und U # {}, dann ist U genau dann
eine Untergruppe von G (U < G), wenn gilt:

(UG1) Vgapeyacb € U (Abgeschlossenheit)

(UG2) V,eyateU  (Inversein U enthalten)

-

Definition 2.2.2: Erzeugendensystem und
erzeugte Untergruppe

m Zu einer Teilmenge A <€ G einer endlichen Gruppe

(G,°) entstehen durch Bildung von Inversen und
Verknupfung von Elementen neue Mengen.

m Ay = A, man geht also von der ursprunglichen
Teilmenge A € G aus.

m Im n-ten Schritt bildet man alle Inversen und Ver-

knupfungen der Elemente aus A4,,_; und erhalt
Ap=Ap1U(@Ap-1)""UAp_1°04p_q

=A,_U{aa€eA,_;Juf{aoblab€EA,_}

m Der Prozess endet, wenn in einem Schritt m
keine neuen Elemente hinzukommen, also gilt
Am = Am-1.

m Die Menge (4) = A,,, heil3t die vom Erzeugenden-

system A erzeugte Untergruppe ((4),0).

\

V.
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Vorlesung 3

[ Definition 3.1.0: Kongruenzrelation

> Seiena,b € Z, m e N\{0}undr € N
mit0 <r <m.

> Wenn a und b bei Division durch m
denselben Rest r lassen, dannist a
kongruent b modulo m.

> Man schreibt dann: a = b mod m
> Hinweis: a und b lassen bei Division

L a=p-m+rundb=q-m+r.

durch m genau dann denselben Rest r,
wenn es Zahlen p,q € Z gibt, fur die gilt

( -
Satz 3.1.1: Kongruenzrelation

> Seien a,b € Z und m € N\{0}.

> Es gilt a = b mod m genau dann, wenn
m|(a — b), also m Teiler von a — b ist.

eines Zahlenraums auffassen:

d. h.
d. h.

laln + [b]y = [a + b]y,
[a]n ) [b]n = [a ) b]n:

(Definition 3.1.1: Restklassen von Z modulo n

> Die Menge der ganzen Zahlen Z |asst sich fur ein gegebenes n € N in disjunkte Klassen
(also Mengen ohne gemeinsame Schnittmengen), sogenannte Restklassen, unterteilen:

Z=nZU (1 +nZ)U--U((n—1)+nZ)

D> Diese Restklassen (es handelt sich um Mengen) kann man als neue Objekte [a],, = a + nZ

Ly = {[0]n, [1]n, .
> Auf diesem Zahlenraum wird eine Addition und eine Multiplikation wie folgt definiert:
(a+nZ)+ (b+nZ):=(a+b)+nZ
(a+nZ)-(b+nZ):=(a-b)+nZ

> Damit entstehen Zahlenraume Z,,, die — wie bei den ganzen Zahlen Z — zwei Operationen
erlauben, namlich die Addition + und die Multiplikation - . Die zugehorige algebraische
Struktur (Z,, +, -) auf dem jeweiligen Zahlenraum Z,, hei3t Restklassenring.

’ [Tl - 1]n}

v,
( o . N (
Definition 3.2.2: Nullteiler Satz 3.2.2: V,ep (Z, \ {[0],},") ist eine Gruppe.]
(R, +,") ist ein Ring und 0 ist das neutrale ~
El Addition in di Ring. 3
emenf der _dd't'on in diesem ng Satz 3.2.3: Wenn eine Zahl mmit0 <m <n
Wenn fir zwei Elemente a, b € R gilt einen gemeinsamen Teiler mit n
a-b=0sowiea#0undb #0, besitzt (ggT(m,n) > 1), dann ist
dann hei3en a und b Nullteiler. X [m],, ein Nullteiler in Z,,.
\. J

.
Satz 3.2.4: Wenn man aus Z, die [0],, und alle

Nullteiler entfernt, bleiben nur invertier-
bare Elemente Ubrig. Die so entstehen-
de Restmenge ist zusammen mit der
Multiplikation - eine Gruppe.

Satz 3.2.5:

Das Produkt a - b von invertierbaren
Elementen a und b ist selbst invertier-
barund es gilt: (a-b)"1=b"1 a1
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Definition 3.2.3: Invertierbare Elemente

Seit (M,) eine Menge mit einer Multiplikation -,
die eine 1, also ein neutrales Element bezuglich -
enthalt. Dann heil3t a € M invertierbar in M,
fallseseinb e M gibtmita-b=1=0>-a.

Lb heil3t dann invers zu a bzw. Inverses von a.

: k.

Definition 3.2.4: Teilmenge der invertier-
baren Elemente in Z,,

m Die Teilmenge Z;, der invertierbaren

Elemente in Z,, bildet eine multiplikative
Gruppe, die mit (Z;,-) bezeichnet wird.

m Z; besteht aus allen Elementen [m],, mit
m < n fur die m und n teilerfremd sind:
Zy, = {a € Z,|a invertierbar}

= {[m],,Jm <nAggT(m,n) =1}

ki ¥ d § ) ; )
Definition 3.3.1: Produktgruppe Definition 3.3.2: Zahlenringe
= Zu zwei Gruppen (G,o) und (H,°) kann m Durch Produktbildung mit Z und Z,, erhalt
man eine Produktgruppe (G x H, o) mit man unendliche Zahlengitter
elementweiser Verknlpfung von Paaren " =L X X1
bilden: n Faktoren
0 G xH:=1{(g,h)|g € G, h € H} m und endliche Restklassengitter, z. B.
0 (g1, h1) © (g2, h2) = (g1 ° g2, hy © hy) Lic X Ly X Ly, Oder (Zi)™ = Ly X -+ X L
. . . Lo n Faktoren
= Die Operationen konnen in jedem Faktor = In diesen Mengen addiert und multipliziert
verschieden sein. man komponentenweise:
m Die Definition kann auf mehr als o (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
zwei Faktoren erweitert werden. 0 (a,b)-(c,d)=(a-c,b-d)
m Bei n gleichen Faktoren schreibt man m Beide Operationen sind assoziativ und kom-
auch: mutativ. Die Addition fuhrt zu einer Gruppe,
G =G X-XC die Multiplikation hat ein neutrales Element.
n Faktoren J L Man nennt diese Strukturen Zahlenringe. y

6von7



Vorlesung 4

> o= (1 2 3 4) D> Entstehung von Vierzykeln: (T
P=\2 3 1 4 _ jussll
(12) 0 (23) o (34) = (1234) 'LLL
ist gleichbedeutend mit 1 -2 -3 undé (13) 0 (23) o (24) = (1324) T = 1
ist gleichbedeutend mit  (123)(4) =(12) 0 (23) 0 (12) 0 (23) 'O
ist gleichbedeutend mit ~ (123) °(34) © (23) 2 (34)
4 -

Definition 4.2.1: (Endliche) Symmetrische Gruppe (S,,,°)

Eine bijektive (also in beide Richtungen eindeutige) Abbildung zwischen einer Menge und sich

selbst stellt eine ,Umordnung“ der Elemente dar und wird Permutation genannt. Die Menge aller

Permutationen zur Zahlenmenge {1, 2, ..., n}, nennt man auch (endliche) Symmetrische Gruppe.
S, =1{0:{1,2,...,n} - {1,2,...,n} | o bijektiv}

m Jede Symmetrische Gruppe bildet mit der Verkettung .
als Verknlipfung eine Gruppe (S,,,°), die fir n > 2 nicht | Bemerkung: Das Spiel aus

kommutativ ist und n! Elemente besitzt: Abschnitt 4.1 erzeugt die
IS l=nl=n-n—1)-..-2-1 Symmetrische Gruppe S, mit
" S, ={(1),(12), (13), (14), (23), —— 1

m Fir das neutrale Element schreibt man (1). (24), (34), (123), (124),
. . (132),(134), (142), (143),
m Zum schnelleren Vergleich legt man fest, dass jeder (234), (243), (1234), (1243)
Zykel (a,a; ... a,) stets mit der kleinsten Zahl beginnt. (1324), (1342), (1423), (1432),
m Das inverse Element zu (a,a, ...a,) ist (a;ay, ... a). (12)(34), (13)(24), (19)(23)}
G Die Permutation (a,a;) von genau zwei Elementen nennt man eine Transposition. )
i -
Definition 4.2.2: Gerade und ungerade Permutationen
= In den Symmetrischen Gruppen kann man jede o Ungerade Permutation
Permutation aus Transpositionen zusammen- m Jede Darstellung ergibt sich aus einer
setzen, z.B. (1234) = (12) o (23) o (34). ungeraden Anzahl von Transpositionen.
m Es gibt ggf. mehrere und unterschiedlich lange m Zykeln mit einer geraden Anzahl
Moglichkeiten, eine Permutation durch eine von Elementen, z. B. (1234).

Verkettung aus Transpositionen zu erzeugen. m Da die Verkettung zweier gerader Permutationen

m Unabhangig von der konkreten Zusammensetzung gerade ist, bilden die geraden Permutationen eine
aus Transpositionen gehort jede Permutation zu Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,, die
einem der beiden folgenden Typen: sogenannte Alternierende Gruppe A4,,.

0 Gerade Permutation A, = {0 € S, | o ist eine gerade Permutation}
m Jede Darstellung ergibt sich aus einer m Die Alternierende Gruppe A,, enthalt die Halfte der
geraden Anzahl von Transpositionen. Elemente der Symmetrischen Gruppe S,,.

m Zykeln mit einer ungeraden Anzahl von
Elementen, z. B. (123).
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